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Prefacio

FILOSOFIA

Este texto refleja nuestra filosofia acerca de que un texto de matematicas en el nivel de
comienzos de universidad debe ser legible, directo y cargado de motivacién. Pero, en tlti-
mas, los estudiantes pueden aprender matematicas sélo haciendo matematicas. En conse-
cuencia, hemos enfatizado la solucién de problemas como medio de comprensién. Los
ejemplos estdn disefiados para motivar, instruir y guiar a los estudiantes; los ejercicios,
entonces, proporcionan a los estudiantes la oportunidad de probar su comprension, de retar
su entendimiento y de aplicar su conocimiento a situaciones del mundo real.

AUDIENCIA Y FLEXIBILIDAD

Intentamos que este texto proporcione un tratamiento del 4dlgebra, de las funciones, de las
gréficas, de la trigonometria, de los logaritmos, de los sistemas de ecuaciones, de las matri-
ces, de la geometria analitica, de las secuencias y de la probabilidad que sea accesible a un
estudiante universitario que ha cursado dos anos de matematicas en secundaria. Hemos
proporcionado aqui material suficiente para un primer semestre normal o de dos cuartos o,
incluso, todo un afo en el que se avance lentamente en matemdticas. Tal riqueza de temas
permite al profesor seleccionar los que més se ajustan a los objetivos del curso y a los
antecedentes y habilidades de los estudiantes. El texto puede servir como prerrequisito de
las matemiticas finitas, de la estadistica o de las matemdticas discretas. También puede ser
un curso introductorio a las matemdticas de universidad para los estudiantes de humanida-
des o de negocios que no planean un estudio mayor de las mateméticas o como curso inicial
en una secuencia que proporcione los prerrequisitos para el cilculo.

CARACTERISTICAS
Pedagogia

* Ejemplos. Hemos experimentado que los ejemplos y ejercicios son las principales
fuentes de aprendizaje en un texto de matemdticas. Hemos descubierto que el estudiante
confia en los ejemplos, no en teoremas ni en pruebas. En consecuencia, hemos incluido-
numerosos ejemplos para ilustrar tanto los conceptos teéricos como las técnicas compu-
tacionales abarcadas en el texto,
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PREFACIO

Ejercicios. Sentimos que los estudiantes pueden aprender algo haciéndolo. En conse-
cuencia, para promover la participacién activa en la solucién de problemas, los ejerci-
cios son extensos y Variados. El conjunto de ejercicios incluye abundantes problemas
como las preguntas de falso-verdadero, complete, aplicaciones, problemas desafiantes,
problemas de graficas y problemas que requieren interpretacion de graficas. Esta varie-
dad proporciona la oportunidad a los estudiantes de hacer mds s6lida su comprension de
conceptos basicos, ver los usos pricticos de ideas matermndticas abstractas y evaluar su
ingenio. Para esta edicién cada grupo de ejercicios ha sido reorganizado y ampliado; el
texto contiene ahora mds de 5,000 ejercicios.

Aplicaciones. Hemos agregado muchas nuevas aplicaciones seleccionadas a partir de
revistas, periddicos y textos cientificos. Estos problemas de la “vida real” muestran a los
estudiantes la fuerza y utilidad de las matemadticas que aprenden durante este curso. Las
aplicaciones en esta edicién abarcan una amplia variedad de disciplinas, incluyendo la
astronomia, la biologia, los negocios y la economia, la quimica, la ecologia, la ingenie-
ria, la geologia, la medicina, la meteorologia, la dptica y la fisica.

Motivacién. A pesar de que se incluye un gran niimero de evidencias, hemos motivado
tipicamente los conceptos en forma intuitiva y geométrica. Ademads, donde ha sido posi-
ble, hemos utilizado figuras para ilustrar una idea o ayudar en la solucion.

Enfasis en las funciones. Debido a que las funciones son un concepto esencial en este
curso y en las matemdticas como un todo, hemos aumentado el énfasis en las funciones y
en la notacion de funciones en esta edicion. (Véanse cambios en la cobertura de temas
en la segunda edicién).

Enfasis en la graficacién. También hay un énfasis mayor en la graficacidn de ecuacio-
nes y funciones. Hemos enfatizado la simetria, el uso de graficas trasladadas, reflexio-
nes, intersecciones e interpretacién de grificas a través del texto.

Grdficas y fotografias. Como ayuda para la comprensidn y solucidn de problemas,
hemos incluido mis de 1,100 figuras cuidadosamente clasificadas en esta edicién. Ade-
mas, las fotografias estdn ubicadas por todo el texto para incrementar su atractivo y asi
aumentar el interés del estudiante en las aplicaciones.

Para cada capitulo

Material de inicio de capitulo. Cada capitulo inicia con una tabla de contenidos, una
discusion motivante del material y un breve recuento histérico del matemdtico que tuvo
gran influencia en el desarrollo de las matematicas en ese capitulo.

Conceptos claves. Cada capitulo concluye con una lista de verificacion de conceptos
importantes presentados en el capitulo, la cual los estudiantes pueden utilizar para repa-
sar el material.

Ejercicios de repaso. Ademis, al final de cada capitulo hay un amplio conjunto de
ejercicios de repaso para que el estudiante pueda evaluar su comprension.

Ayuda especial para estudiantes

Flechas explicativas. A través de la exposicion y de los ejemplos, las flechas en forma
de caja anotan y justifican los pasos algebraicos y muestran a los estudiantes cémo se
usan los conceptos.

Notas de advertencia. Los errores comunes y malinterpretaciones se sefialan a los estu-
diantes en las Notas de advertencia. Estas notas van desde breves recordatorios de los
errores simples hasta extensos andlisis sobre el trazado de suficientes puntos para una
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grafica, el uso correcto de la calculadora y la eliminacién de soluciones extrafias. Estos
numerosos recordatorios alertarin a los estudiantes sobre los errores comunes y aclara-
rdn las suposiciones escondidas.

Exactitud en el cilculo. Debido a que cualquier aplicacién del mundo real se basa en
medidas que son aproximadas, la respuesta es s6lo tan exacta como los datos. Los estu-
diantes con frecuencia olvidan esta limitacién y utilizan todos los digitos que proporcio-
na una calculadora. En consecuencia, en la seccién 1.3 hemos agregado un andlisis
sobre los digitos significativos y las aproximaciones. Ademis, con frecuencia hacemos
que los estudiantes recuerden que, para asegurar la exactitud cuando usan la calculado-
ra, deben hacer todos los cilculos en la calculadora para evitar escribir los resultados
intermedios.

COBERTURA DE TEMAS

Numeros complejos. Se presentan los nimeros complejos al iniciar el texto (seccién
2.4).

Funciones inversas. Hemos mejorado la discusién de las funciones inversas (en la sec-
cién 3.7) proporcienando mas motivacion y claridad, y varias figuras adicionales.

Variacion. La funcidn potencia se presenta en una nueva seccion sobre variacion (sec-
cion 3.8).

Funciones polinomiales y racionales. El capitulo 4 (Funciones polinomiales y raciona-
les) es esencialmente nuevo, La regla de los signos de Descartes, las cotas para los ceros
reales de los polinomios, el teorema del valor intermedio, el método de biseccion de
intervalos para aproximacion de ceros reales, de polinomios, los procedimientos de
graficacién para funciones polinomiales y racionales y asintotas oblicuas son algunos de
los nuevos temas agregados al texto. Un programa BASIC para el método de biseccién
de intervalos se incluye en la seccion 4.7.

Calculadoras versus logaritmos. El tema de los logaritmos (capitulo 5) como herra-
mienta de computacién ha sido eliminado del texto en beneficio del aumento en el énfa-
sis del uso de la calculadora. Debido a que las calculadoras se usan ampliamente y a que
ahora son relativamente baratas, creemos que es razonable esperar que un estudiante dé
universidad posea una. Sin embargo, hemos incluido un andlisis de la interpolacién y
uso de tales tablas en un apéndice, para aquellos que desean familiarizar a los estudian-
tes con Ias tablas logaritmicas.

Trigonometria. En esta revisién hemos reorganizado y ampliado el andlisis de la trigo-
nometria. Las funciones trigonoméiricas ahora se presentan en el capitulo 6 (Trigono-
metria del tridngulo) utilizando los tridgngulos rectingulos. Este método se basa en la
intuicién y en el conocimiento de la geometria de los estudiantes. Las aplicaciones de los
tridngulos rectangulos, incluyendo la ley de los senos y la ley de los cosenos, se tratan en
este capitulo.

En el capitulo 7-(Trigonometria analitica) presentamos la definicién en el circulo unita-
rio de las funciones trigonométricas de los nimeros reales. A lo largo de este capitulo se
hace énfasis en las funciones circulares y en sus gréficas y aplicaciones.

Hemos ampliado la seccién original sobre formulas especiales trigonométricas a dos
secciones: una sobre las reglas de la suma y resta (seccién 7.5) y otra sobre férmulas de
angulos miiltiples (seccioén 7.6).

Una nueva seccion (7.7) sobre las reglas del producto y de la suma ha sido agregada al
capitulo 7.
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* Fracciones parciales. Una nueva seccion sobre fracciones parciales ha sido agregada
al capitulo 8 (Sistemas de ecuaciones).

* Secciones conicas. El capitulo 10 (Secciones conicas) contiene ahora secciones sobre
traslacion y rotacion de ejes, coordenadas polares, ecuaciones polares de las secciones
conicas y una introduccion sobre vectores.

* Probabilidad. El capitulo 11 (Secuencias, series y probabilidad) contiene dos nuevas
secciones: una sobre permutaciones y combinaciones y otra sobre probabilidad.

EXACTITUD

A partir de nuestros muchos anos de ensefianza, nos hemos dado cuenta de lo frustrante que
es para estudiantes y maestros encontrar errores en el texto o en las respuestas de los ejerci-
cios. Para asegurar la exactitud, no s6lo hemos revisado todas las respuestas nosotros mis-
mos, sino que las respuestas también han sido revisadas en forma independiente por Barry
A. Cipra y Warren S. Wright. Si, después d= todo, encuentra algiin error, agradeceriamos
que lo notificara a nuestro editor para que estas fallas puedan eliminarse en las siguientes
impresiones.

SUPLEMENTOS

Este texto va acompafiado de un paquete de suplementos completo que incluye un manual
de soluciones para el estudiante, el manual de consulta para el maestro, el manual de res-
puestas y un banco de pruebas computarizado e impreso.
MANUAL DE SOLUCIONES PARA EL ESTUDIANTE. Este manual fue prepara-
do por Warren S. Wright y contiene las soluciones detalladas de los ejercicios de los
nimeros impares.
MANUAL DE CONSULTA PARA EL MAESTRO. Este manual incluye ejemplos
de pruebas, preparadas por Linda Hawley y numerosas transparencias de ayuda para
su uso en clase.
MANUAL DE RESPUESTAS. Fue preparado por Barry A. Cipra‘e incluye respuestas a
los ejercicios de nimero par.
BANCO DE PRUEBAS. Las preguntas que se encuentran en las pruebas de ejemplo
y las preguntas de prueba adicionales también est4n disponibles en forma de banco de
pruebas, que corresponde a la versién para computadores personales IBM y compati-
bles con éstos.

RECONOCIMIENTOS

Nos gustaria aprovechar esta oportunidad para expresar nuestro agradecimiento a Barry A.
Cipra por proporcionar muchos de los problemas aplicados que aparecen en los grupos de
ejercicios, a Mary Margaret Grady por volver a mecanografiar todo el manuscrito y a Wa-
rren S. Wright por darnos acceso a su material de la primera edicién. También fue una suerte
que las siguientes personas leyeran toda o parte de esta segunda edicién en manuscrito. Sus
criticas y muchas sugerencias fueron reconocidas con gratitud: '

Wayne Andrepoint University of Southwestern Louisiana

Nancy Angle Colorado School of Mines
James E. Amold University of Wisconsin-Milwaukee
Judith Baxter University of Hlinois-Chicago Circle

Margaret Blumberg  Southwestern Louisiana University
Robert A. Chaffer Central Michigan University
‘Daniel Drucker Wayne State University

Chris Ennis Carleton College
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E. John Homsby
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Gerald Ludden

Stanley M. Lukawecki

Richard Marshall
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Phillip R. Montgomery
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Jean Rubin
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University of New Orleans
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Louisiana State University
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Algebra para la universidad

Un texto disenado para cursos de un periodo académico que cubre temas como las ecuacio-
nes e inecuaciones, funciones algebraicas, funciones exponencial y logaritmica, matrices,
geometria analitica y probabilidad.

Trigonometria
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Algebra y trigonometria
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estandar para cursos de un semestre o dos trimestres o, incluso, para un curso lento de todo
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ALGEBRA Y TRIGONOMETRIA

Ol 1 Enunciados y valor de verdad

La légica es la rama del conocimiento que trata los métodos de razonamiento mediante
reglas y técnicas, con el fin de determinar si un argumento dado es valido. El tema que nos
ocupa es el de la l6gica usada en matematica. Aqui trabajamos con elementos bésicos lla-
mados proposiciones.

DEFINICION 1

Una proposicion s un enunciado u oracién declarativa de la cual se puede afirmar que es
falsa o verdadera, pero no ambas cosas a la vez.

DEFINICION 2
La veracidad o falsedad de una proposicidn es lo que se llama su valor de verdad.

EJEMPLO 1

La expresion

“La Tierra es redonda”
es una proposicion. Puede notarse que su valor de verdad es verdadero, ya que se conoce
con certeza que la Tierra es redonda.

EJEMPLO 2
La expresion

“2 + 3 = S”
que se lee “dos més tres es igual a cinco”, es una proposicion con valor de verdad verdadero,
ya que en el sistema numérico decimal (usando el nimero 10 como referencia), se conoce”
concertezaque 2 + 3 = 5.

EJEMPLO 3
La expresion -

- EiE =57
que se lee “uno mas uno es igual a cinco”, es una proposicion con valor de verdad falso, ya
que se conoce con certeza que 1+1 # 5 (# se lee diferente de).

¢Por qué la expresion 3 —x = 5 es una oracion declarativa, pero no es una propomcu)n‘?

3 —x = 5 no es una proposicidn, porque no sabemos su valor de verdad a menos que
asignemos un valor a la variable x. Si le asignamos a x el valor -2, entonces 3-x=5se
convierte en una proposicion con valor de verdad verdadero,yaque3—(-2) =3 + 2 =5.
Pero si le asignamos a x el valor 6, por ejemplo, entonces 3 —x = 5 se convierte'en una
proposicién con valor de verdad falso, ya que 3 -6 # 5.
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¢Por qué la expresion “;Habla usted espaiol?” no es una proposicién?

La expresion, “¢Habla usted espafiol?” no es una proposicién porque no es un enun-
ciado declarativo sino interrogativo.

¢Por qué la expresion “tome dos aspirinas” no es una proposicién?

La expresion “tome dos aspirinas” no es una proposicion porque es un enunciado
imperativo, es una orden y no un enunciado declarativo.

POSTULADOS O AXIOMAS Y TEOREMAS

DEFINICION 3

Un axioma o postulado es una proposicion inicial la cual se asume como verdadera. El
conjunto de postulados de los cuales se desprenden las demds proposiciones de un siste-
ma se llama conjunto de postulados del sistema. En éste, uno de los axiomas no debe ser
deducible de los otros.

EJEMPLO 4

Uno de los postulados de la geometria euclidiana es el postulado de la recta:
“Dados dos puntos distintos cualesquiera, hay exactamente una recta que los contiene”.
Este postulado o axioma es parte de un conjunto de postulados del sistema que formula
la geometria de Euclides, estudiada desde la escuela elemental,

EJEMPLO 5

En nuestro estudio de geometria aceptamos cierta la proposicién:
“Dos rectas no pueden cortarse en mas de un punto”.
Este es otro ejemplo de los postulados o axiomas sobre los cuales se apoya el sistema geomé-

trico euclidiano.

OBSERVACION 1

La caracteristica bésica de un postulado o axioma es el hecho de ser independiente de otras
proposiciones.

DEFINICION 4

Un teorema es cualquier proposicion que se desprende de otra proposicién o proposicio-
nes dadas por supuestas o previamente demostradas dentro del sistema. Asi, un teorema
€s una proposicion cuya veracidad requiere ser demostrada a partir de otras,

EJEMPLO 6

El teorema del tridngulo is6sceles asevera:
“Si dos lados de un tridngulo son congruentes, entonces los dngulos opuestos a estos

lados son congruentes”.
Este teorema se demuestra a partir de otras proposiciones, entre las cuales se cuenta

uno de los postulados para congruencia de tridngulos (lado-angulo-lado, L<L).

OBSERVACION 2

En estas notas tratamos basicamente con el andlisis de la veracidad de las proposiciones en
forma general, es decir, con el cdlculo proposicional.

I
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En los enunciados del 1 al 15 diga en cada caso si el enuncia- 8. Six es cualquier nimero entero, entonces £* es un nUmMero
do dado es o no es una proposicion. Justifique su respuesta, entero positivo.
En caso de ser una proposicion, diga su valor de verdad. .9, V&én su busea,
1. Julio César fue presidente de la Repiiblica Dominicana.
2 10. x es mayor que y.
3. Sila Tierra es plana, entonces 2 + 2 = 4 11. 15 es un nimero primo.
4, (En tucasaoenlamia? 12. a+ b =17
5. iAytdeme, por favor! 13. La poblacion de la Republica Dominicana es de siete millones.
6. La matemética ¢s importante. 4 T -
7. Existen dos soluciones para la ecuacién x* + 4 = 20, y ambas M 0

soluciones son enteras.

15. (Bello dia?

| Proposiciones simples y compuestas

Sin pretender dar una definicién precisa de variable podemos afirmar que en matemati-
ca se usan los literales x, y, ¢, ... para denotar nimeros reales y estos literales se llaman
variables. Las variables pueden combinarse mediante las operaciones corrientes para
producir otras expresiones variables mas complejas. En logica, los literales p, ¢, r, -
denotan variables que pueden remplazarse por proposiciones.

EJEMPLO 1

La variable proposicional p'puede remplazarse por la proposicién
“El sol brilla todo el dia”
p: Elsol brilla todo el dia
y la variable proposicional g puede remplazarse por la proposicion
“Hace frio”
q: Hace frio

DEFINICION 5

Los conectivos légicos son simbolos usados para combinar proposiciones dadas, produ-
ciendo asi otras llamadas proposiciones compuestas.

OBSERVACION 1

Las proposiciones p y ¢ que se combinan mediante algin conectivo 10gico para formar una
proposicion compuesta se llaman proposiciones simples.
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Los conectivos fundamentales usados en este capitulo son;
a) ~ lanegativa

b) A laconjuntiva

¢) v ladisyuntiva inclusiva
'd) ¥ ladisyuntiva exclusiva

&) — lacondicionante

) ¢ labicondicionante

a) NEGACION

La negacién de una proposicion es una nueva proposicién que tiene un valor de verdad opuesto,
es decir, sip es verdadera y la negacion de p es falsa. Se denota como ~ p y se lee no p.

EJEMPLO 2

Si p: El rio esta sucio,
entonces

~ p: No es verdad que el rio est4 sucio
o simplemente:
~ p: Elrio no esta sucio.

OBSERVACION 2

La caracteristica fundamental de la negacion es que es una proposicién cuyo valor de ver-
dad es contrario al valor de verdad de la proposicién dada. Asi, si la proposicién p es verda-
dera, entonces p es falsa y viceversa.

DEFINICION 6

El arreglo que nos permite tener los posibles valores de verdad de una proposicién com-
puesta a partir de los valores de verdad de las proposiciones componentes se llama una
tabla de verdad.

Asi, la tabla de verdad para la negacién de p estd dada por:

p ~p
% F
F

donde V significa verdadera y F significa falsa.

EJEMPLO 3

La proposicion

) p:24+3>1
es una proposicién verdadera. Pero la proposicién
~p:noesverdadque2 + 3 > 1
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0

~p:12+3=<1,
€s una proposicion falsa.

b) CONJUNCION

La conjuncién es la proposicién compuesta que resulta de conectar dos proposicionespy g
mediante la conjuntiva (). Esta proposicion se denota por p A g yseleepygq. '

EJEMPLO 4
Sip: Lasillaes alta

v g: Elmantel es blanco,

entonces la proposicién “La silla es alta y el mantel es blanco” esta expresada por: p A g.
Es natural que el valor de verdad de una proposicién compuesta dependa de los valores

de verdad de las proposiciones simples que la forman.

OBSERVACION 3

La caracteristica fundamental de la conjuncién es que su valor de verdad es verdadero sélo
en el caso en que las proposiciones simples que la forman tengan ambas valor de verdad
verdadero. La tabla de verdad de una conjuncién ¢s la siguiente:

P pndg

o o< <
M < m <=

o ™ om <>

Note que cada linea de la tabla registra el valor de verdad de la conjuncién para valores
particulares de las proposiciones simples que la forman.

EJEMPLO 5

Sisabemos que “El dia estd lluvioso” es una aseveracién verdadera, pero que la aseveracion
“El carro es nuevo” es falsa, icudl es el valor de verdad de la aseveracion “El dia esti
lluvioso y el carro es nuevo™?

Solucién. Si  p: El dia esta lluvioso
¥ ¢ Elcarro es nuevo,
entonces la proposicion “El dia estd lluvioso y el carro es nuevo™ se escribe como p A g.
Ahora sabemos que p es verdadero (V) y g es falso (F); basta con leer la tabla de la
conjuncion en la linea donde p ¢s Vy g es F para tener el valor de p A g, 1a cual es falsa. Asi,
procedemos del mismo modo para las demés alternativas.
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¢) DISYUNCION INCLUSIVA

'La disyuncién inclusiva es la proposicién compuesta que resulta de conectar dos pro-
Pposiciones p y g mediante la disyuntiva inclusiva (v). Esta proposicién se denota porp v
gyselee po g

'EJEMPLO 6
Si p: Estalloviendo

Y g: 3 <5,

-entonces la proposicion “Estd loviendo 0 3 < 5” se expresa: p v q.

'OBSERVACION 4

La caracteristica fundamental de la disyuncion inclusiva es que su valor de verdad es falso
s0lo en el caso en que las dos proposiciones simples que la forman tengan valor de verdad
1falso. En todos los otros casos la disyuncién inclusiva tiene valor de verdad verdadero. La
tabla de verdad de una disyuncion inclusiva es la siguiente:

p g A
v A% v
v F v
F A% v
F F F
EJEMPLO 7
p: Ellibro es nuevo, es verdadera

¥ g: Eljoven esinteligente, es falsa,
determine el valor de verdad de la proposicién “El libro es nuevo o el joven es inteligente”.

‘Solucién. La proposicion “El libro es nuevo o el joven es inteligente” se puede expresar
comop v q.Puesto que p es Vyq es F la segunda fila de la tabla de la disyunci6n inclusiva
muestra que el valor de verdad parap v ges V.

d) DISYUNCION EXCLUSIVA

La disyuncién exclusiva es la proposicion compuesta que resulta de conectar dos
proposiciones p y ¢ mediante la disyuntiva exclusiva ( ¥ ). Esta proposicion se denota
porp¥gyselecopog.

EJEMPLO 8

Si p: Elvaso es bonito
¥ g: Laleche estd adulterada,
entonces la proposicion “O el vaso es bonito o 1a leche estd adulterada”, se expresa: p ¥ g.
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OBSERVACION 5

La caracterfstica fundamental de Ia disyuncion exclusiva es que su valor de verdad es
verdadero sélo cuando las proposiciones que la componen tienen valores de verdad
contrarios. En los otros casos la disyuncién exclusiva tiene valor de verdad falso. La
tabla de verdad de una disyuncion exclusiva es la siguiente:

p q pY 4
\% v F
\% F \%
F \4 \4
F F F

EJEMPLO 9

Si p: Antonio va a la fiesta, es falsa
y ¢: Luisava al cine, es verdadera,
determine el valor de verdad de la proposicién “O Antonio va a la fiesta o Luisa va al cine™.

Solucién. La proposicién “O Antonio va a la fiesta o Luisa va al cine” se puede expresar
como p ¥ g. Puesto que p es Fy g es V, la tercera fila en la tabla de la disyuncion exclusiva
muestra que el valor de verdad parap ¥ g es V.

e) CONDICIONAL

La condicional s la proposicién compuesta que resulta de conectar dos proposicio-
nes p y ¢ mediante la condicionante (—). Esta proposicion se denota porp — gy s€
lee si p entonces q.

EJEMPLO 10

Si p-2+3=5

y g: Launiversidad es bonita,

la proposicién “si2 + 3 = 5, entonces la universidad es bonita”, vienc expresada porp —g.
En la estructura p — g, la proposicion que esta antes de la flecha se llama el antecedente y
la que esté después de la flecha se llama ¢l consecuente.
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OBSERVACION 6

La caracteristica fundamental de la condicional es que su valor de verdad es falso solo
cuando el consecuente ¢s falso y el antecedente es verdadero. En los demas casos la condi-
cional es verdadera. La tabla de verdad de una condicional es la siguiente:

p q P9
% % %
Y% F F
F A% \Y
F F \%

EJEMPLO 11

Si p: 3¥=09, esverdadera

¥ g: 2es par,esverdadera,

determine el valor de verdad de la proposicién “Si 3% = 9, entonces 2 es pat”. Esta proposi-
cion se puede expresar como p — . Puesto que p es Vy g es V, 1a primera fila en la tabla de
verdad de la condicional muestra que p — g es verdadera (V).

Existen varias formas de leer la condicional p — g; listamos a continuacién algu-
nas de cllas:
a) Sipentoncesg
b) pimplicag
€) gsip
d) psdlosiq
€) p escondicidn suficiente para g
f) ¢ es condicién necesaria para p

Si p — g es una condicional dada, entonces la reciprocade p = g esla condicional g — p.
Asimismo, la contrapositiva de p — g es la condicional ~g — ~pyla inversa es ~p — ~q.

OBSERVACION 7

Si construimos las tablas de verdad parap — q y la contrapositiva ~g — ~p, vemos que las
dos tablas coinciden en las columnas finales.

f) BICONDICIONAL

La bicondicional es la proposicién compuesta que resulta de conectar dos proposiciones p
y g mediante la bicondicionante (). Esta proposicion resultante s¢ denota porp <> gy se
lee p siysolosig.

EJEMPLO 12

Si p: El tridgngulo es equildtero

y g: Eltriangulo es equidngulo,

entonces la proposicion “El tridngulo es equilatero si ysélo si es equidngulo”, se expre-
saip <> q.
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OBSERVACION 8

La caracteristica fundamental de la bicondicional es que su valor de verdad es verdadero
sOlo en los casos en que py g tengan valores de verdad iguales (o ambos V o0 ambos F). En
los demas casos la bicondicional es falsa. La tabla de verdad de una bicondicional es la
siguiente:

p q Peq
v % v
\% F F
F \% F
F F \

Otra forma de leer p > g es diciendo que p es equivalente a g o que p es una condicién
necesaria y suficiente para g, y ¢ es una condicion necesaria y suficiente para p.

EJEMPLO 13

Si p: 15-8<4, es falsa
Yy ¢: 3esunnimero primo, es verdadera,
determine el valor de verdad de la proposicién “5—8 < 4 siy s6lo si 3 es un niimero primo”.

Solucion. La proposicion “5 -8 < 4siy s6lo si 3 es un niimero primo” se puede expresar
comop <>q. Puesto que pes Fyg es V, la tercera fila en la tabla de verdad de 1a bicondicional
muestra que p <> g es falsa (F).

OBSERVACION 9

Las proposiciones compuestas pueden combinarse o conectarse a otras para formar propo-
siciones atin mas complejas. Es claro que el valor de verdad de una proposicién, por com-
pleja que sea, depende de los valores de verdad de las proposiciones que las componen en
sus formas mas simples.

Para hacer la tabla de verdad de una proposicién le asignamos una columna a cada
Proposicion que interviene, sea ésta simple o compuesta, normalmente comenzando con
las més simples y progresando en el orden de complejidad de las proposiciones componen-
tes. El nimero de filas de la tabla viene dado por la potencia 2", donde n es el nimero de
proposiciones en la forma més simple que entran a formar la proposicién dada. Para asig-
nar los valores de verdad a dichas proposiciones se procede de la forma siguiente: la prime-
ra columna se llena asignando valores V a la mitad de las filas y valores F a la segunda
mitad. La segunda columna se llena asignando valores V a un cuarto de las filas, valores F
al segundo cuarto, valores V al tercer cuarto y valores F al dltimo cuarto, La tercera colum-
na se llena asignando valores V a un octavo de las filas, valores F al segundo octavo, valores
V al tercer octavo, etc. Asi, se contintia hasta que terminen las columnas de las proposicio-
nes mas simples. Las columnas de las otras proposiciones se llenan a partir de las columnas
de las proposiciones mas simples que éstas.

EJEMPLO 14

Determine la tabla de verdad de la proposicion (p A g) Ar.

Solucién. Tomemos las proposiciones p, g, 7, (p Aq) y (p Aq) A rinterviniendo en este
caso; asi que la tabla tendra cinco columnas, una para cada proposicién, incluyendo la
proposicién dada,
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Por otro lado, tenemos tres proposiciones en sus formas mas simples: p, g, r, asi que el
nimero de filas de 1a tabla es 2* = 8. Procedemos a llenar 1a tabla;

P q r pAg | PAg) AT
\% Y % Vv \%
% v F Y F
v F v F F
v F F F F
F % % F F
F % F F F
F F v F F
F F F F F

EJEMPLO 15

Sisabemos que la proposicién p es verdadera, la proposicion g falsa y la proposicion r verda-
dera, ¢cudl serd el valor de verdad de la proposicion (p A g) Ar?

Solucion. La solucién a este problema es bastante facil de obtener, ya que podemos leer en
la tercera fila y en la tltima columna para determinar que cuandopes V,gesFyres V, la

proposicion (p Ag) aresE

EJEMPLO 16

Determine la tabla de verdad para la proposicion ~p v g.

Solucidn. Las proposiciones representadas sonp, g, ~p, ~p v g. Asi, la tabla tendr4 cuatro
columnas. Las proposiciones en sus formas mas simples, representadas en la proposicion
dada son dos: p y g; por tanto, el namero de filas de la tabla es 2* = 4 filas. La tabla es la

siguiente;

p q P ~pPvgq

v \" F Vv

\'% F F F

F v A% A%

F F Vv v

EJERCICIO 0.2

En los problemas 1 al 5, escriba cada una de las proposicio- En los problemas 6 al 10, escriba la reciproca y la

nes dadas en forma simbélica.
1. “Luis es estudiante y Juan es zapatero”.
2. “El domingo es un dia feriado o José ha sido expulsado”.
3. “Si2+2 =4, entonces3 + 3 = 8",
4. “O3 +4 =7o0]laTierraes plana”.

5. “Antonio es hijo de Luis si y sélo si Luis es el padre de
Antonio”,

contrapositiva de cada una de las proposiciones dadas:

6. p—(gar)

7.
8.

9.

“Si2+ 2 =35, entonces 2 + 4 = §”.
“Sila Tierra es plana, entonces Julio César fue el primer pre-
sidente de Estados Unidos™.

“Si los cuadrados tienen tres lados, entonces los tridgngulos
tienen cuatro lados”.
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10. “Siun hexdgono tiene seis lados, entonces la Luna esta hecha
de queso”.

En los problemas 11 al 20, suponga que p: 7 < 9, ¢: El Sol es
un astro frio y r La temperatura esti por debajo de cero; es-
criba las proposiciones dadas.

11. pvg 12. prg

13. ~p—=gq 14. p—>~q

15. (rap)—gq 16. [(pvg)a(gan)]—r
17. (pAg) 7 18. ~(pvr)¥g

19. (pag)algnar) 20. ~gor

En los problemas 21 al 24, construya la tabla de verdad de
cada una de las proposiciones dadas.

21. ~(pAg)

22, ~pv~—q

23. p—q) > [pv~q) = P rag)]

24. [(pvg)ar]—= (pa~q)

25. Escriba en forma simbdlica el enunciado: “Un nimero p es
real y no racional siempre que p sea un irracional”, y cons-
truya su tabla de verdad.

En los problemas 26 al 30, considere la proposicién:
[(~pAQV@VDI=lpV~a) V@V ~)]

y diga cudl es el valor de verdad de esta proposicion para cada

uno de los casos dados.

26. p es falso, g es falso, r es falso.

27. p es falso, g es falso, r es verdadcero.

28. p cs verdadero, g es falso, r es verdadero.

ALGEBRA Y TRIGONOMETRIA

29. p es verdadero, g es verdadero, r es falso.
30. p esverdadero, ¢ es verdadero, r es verdadero.

En los problemas 31 al 35, considere las proposiciones = un
byte tiene 7 bits, ¢: una palabra consiste en 2 bytes, r: un bit
esun 0 o un 1. Sabiendo que pes falso y ¢y rson verdaderos,
escriba enunciados para las proposiciones dadas en cada caso,
y determine si el enunciado es verdadero o falso.

31. prg
33. ~(prg)
35. [((pag)vrlallpvi)]

En los problemas 36 al 40, considere:
7= Panama esti en América Central.
q: Colombia estd al sur de Venezuela.
r: Quito es la capital de Ecuador.

Ohserve que py rson verdaderas, pero ges falsa. Escriba las
proposiciones dadas en forma simbélica, y determine en cada
caso si la proposicion es verdadera o falsa.

32. pvr
34. ~pv—q

36. “Panami estd cn América Central y Colombia esté al sur de
Venezuela”.

37. “Colombia no esta al sur de Venezuela™.

38. “Colombia esté al sur de Venezuela y Quito es la capital de

Ecuador, o Panam4 no estd en América Central”.

“Quito no es la capital de Ecuador ni Panama estd en Améri

ca Central”.

“$i Panam4 estd en América Central y Colombia no esta a

sur de Venezuela, entonces ni Panamd estd en América Cen

tral ni Quito es la capital de Ecuador”.

39.

40.

0-3 Proposiciones légicamente equivalentes

Considere las tablas de verdad de las proposiciones:

a) gv (ras)

q r s FAS qgv(ras)
v A" \% A" \%
v \Y F F A%
v F v F \Y
v F F F v
F A% v v A%
F A% F F F
F F \Y F F
F F F F F
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b) pAg)A(~pA~q)

P q ~p ~q4 | @rg) | (=pr~q)| @ArgA(=pPAr~q)
\% Vv F F \% F F
A% F F \% F F F
F \% \'% F F F F
F ek s A F A4 F
©) (Prq) > (gAp)

P q (erqg)| (@rp) | (Prg)©(g@rp)

\% \% v \% Vv

\% F F F Y

F \Y F F \Y%

F F F F \%

DEFINICION 7

Una tautologia es una proposicién cuyo valor de verdad es verdadero (V), independien-
temente de los valores de verdad de las proposiciones que la componen. La tabla ¢) mues-
tra que (p A g) <> (g A p) es una tautologia.

DEFINICION 8

Una contradiccién es una proposicion cuyo valor de verdad es falso (F), independiente-
mente de los valores de verdad de las proposiciones que la componen. La tabla b) mues-
tra que (p A g) A (~p A ~g) es una contradiccion.

DEFINICION 9

Una contingencia es una proposicién que toma valores de verdad verdaderos en unos
casos y falsos en otros, dependiendo de los valores de verdad de las proposiciones que la
componen. La tabla a) muestra que g v (r A 5) €s una contingencia.

DEFINICION 10

Dos proposiciones son logicamente equivalentes si al conectarlas mediante la bicon-
dicionante se obtiene una proposicion que es una tautologia. Para denotar que dos
proposiciones P(p, g, ...) y O(p, g, -..) son légicamente equivalentes escribimos:

P(p, 4, ) = Q(F" Q,) oP& Q

La tabla c) nos muestra que las proposiciones p A g y g A p son logicamente equivalentes,

ya que (p Aq) < (g A p) es una tautologia. Podemos escribir (p A g) = (g A p).

A continuacion listamos algunas tautologias e implicaciones logicas (este concep-
to s¢ define en la proxima seccion) de interés en las aplicaciones (la contradiccion se

denota por C).

Xl
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EJERCICIO 0.3

En los problemas del 1 al 9, clasifique cada una de las propo- 8. pag)a~(pvyq)
siciones dadas como una mmmgencia ©0 como una tautolo- 9. [(peg)vip—r)]—(gAap)

£ia 0 como una contradlcclon 181K ERC I
L pv~(pnArg) ¢ En los problemas del 10 al 14, diga si el par de proposiciones
B G ) ~pvg) dadas en cada easo es un par de proposiciones légicamente

equivalentes:

4 pAa@vilalgav :‘l‘ L(P_)—;q”{f(; (:?_;;i’_ﬁ(f v = (gvs)]

S. pog)e(~g—>~p) 12. pAg, ~(~pv ~q)
6 pog) o9 Alg-p)] 13. p—=qg)vip—=n.p—=(gvn
L. pvigano v alpvr) 14.(p=g) A(r—=5)i{—gv—~s5)—= (~pv ~r)

3. prg)v(pvg)

I B e~

0-4 Argumentos

‘Un argumento es una relacién entre un conjunto de proposiciones Pys Py - P, llamadas
premisas y otra proposicién g llamada la conclusién; denotamos un argumento por:

PyPy 5P, - q (2. selee portanto)

Se dice que un argumento es valido si las premisas dan como consecuencia la conclu-
si6n; m4s formalmente:

Un argumento p,, p,, ..., p, - g es valido si g es verdadero cada vez que las premisas PP
-y D, sean verdaderas.

Un argumento que no es vélido se llama falacia.

EJEMPLO 1

El argumento p,p—q .. q esvilido. Este argumento se llama modus ponendo ponens, o
mas corto, modus ponens. La demostracién de esta regla se obtlene directamente de la
tabla:

Hom o< <
m o< o< e
< 2 s A
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Observe que en la primera fila de la tabla g es verdadero cuando p y p — ¢ lo son; ¢l
argumento es valido.

EJEMPLO 2-

El argumento p = ¢, ¢ - p es una falacia, ya que en la tercera linea de la tabla anterior
se tiene que p es falso cuando p - g y g son verdaderos.

Observemos que las proposiciones p, p,, ..., p, son verdaderas simultineamente si y
solo si la proposiciéonp, A p, A ..., A p, es verdadera. De esta manera el argumentop, p,,
«» P, -+ g esvalido siy s6lo si g es verdadera siempre que p, A p, A ..., A p, seaverdadera
o de forma equivalente, si y s6lo si la proposicién

P, AP, Ay AD) >4

es una tautologia.

EJEMPLO 3

Un principio fundamental del razonamiento l6gico dice:

“Sip implica g y g implica r, entonces p implica r”. En otras palabras, el argumento p —
q.q —r .. p—r(ley del silogismo) es valido.

Para comprobar lo anterior s6lo tenemos que mostrar por medio de una tabla de verdad
que la proposicién [(p = g) A (@ = 1)] — (p — r) es una tautologfa.

P g r o |p=2g | gor | por (popa@on|[(p=g)alg—=n] = E—7)
Vv A% V \% \% V A% V
Vv Vv F Vv F F F Vv
A% F Vv F A% Vv F Vv
A% F F F A% F F L%
F Vv Vv Vv K% A% Vv 4 A%
F Vv F A% F A% F Vv
F F V V A Vv A% A%
F F F V v v vV v

Observe que en los casos donde p — g y g — r son verdaderas, entonces p — r ¢s verda-
dera; el argumento cs valido.

Debe notarse que la validez del argumento no depende de los valores de verdad o
del contenido de los enunciados que aparecen en el argumento, sino solamente de la
estructura formal del argumento.

EJEMPLO 4

Considere el argumento :
(a) p = ¢: Si un hombre es soltero, es infeliz
(b) g = r: Si un hombre es infeliz, muere joven
(c) .. p = r: Los solteros mueren jovenes

Este esun argumento de la forma
P —q,q—r . p—r(silogismo)

el cual ya sabemos que es valido. Note que en este ejemplo, p: El es soltero ¢: El es
infeliz y r: El muere joven.
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- Decimos que una proposicién P(p, g. ...) implica I6gicamente una proposicion O(p, g; -..).
denotada por: .
P(p.q, ...) = 0P, q, ..)
si Q(p. gq. ...) es verdadera cada vez que P(p. ¢, ...) sea verdadera.

'EJEMPLO 5

proposicién p implica I6gicamente la proposicién p v g. Para ver esto consideremos la
bla:

Sl

Mmoo < < IS
Mo

W

Vv
Vv
N
F

Note que p v g ¢s verdadera cada vez que p es verdadera.
~ Ahora sabemos que si Q(p, g, ...) es verdadera cada vez que P(p, g, ...) sea verdadera,
atonces el argumento

Pp,q,..) - O, 4, )

s valido y, reciprocamente, el argumento P(p,g,...) - Q(p,g,...) es valido si y s6lo si el
munciado P( p, g, ...) = Q(p, g, ...) es siempre verdadero, es decir, si es una tautologia.
stas ideas se pueden resumir de la manera siguiente:

Para proposiciones cualesquiera P(p, g, ...) y Q(p, g, ...) los tres enunciados siguientes son
equivalentes:

a) P(p, g, ...) implica 1dgicamente a Q(p. ¢, ...).

b) El argumento P(p, g, ...) -~ O(p, g, ...) es vilido.

¢) La proposicién P(p, ¢, ...) = Q(p, g, ...) es una tautologia.

- Note quesi P(p,q, ..) > 0@, ¢, )y O, 4, ---) = P(p,q, ...), entonces P(p, g, ...)
D(p, g, ...) deben tener la misma tabla de verdad y por tanto P(p, g, =00, 4, -..).

importante notar que précticamente todos los teoremas matematicos estan com-
os de condicionales del tipo

@, Ap,AAD)—>4q

Dy Dy - P, S les llama hipétesis y a g se le llama conclusién. Demostrar un
na significa probar que el condicional es verdadero. Observe que no se pretende
ostrar que ¢ (la conclusion ) es verdadero, sino que g serd verdadero siempre que
.. P,y -, P, Sean verdaderos. De aqui que las demostraciones matemdticas comien-
@ frecuentemente con el enunciado “suponga que p,, p,, --- p, son verdaderos™ y con-
con el enunciadoe “por tanto, g es verdadero”.
ando una condicional (p, A p, A ... A p) > g es una tautologia, entonces es siem-
verdadera, independicntemente de los valores de verdad de los enunciados que com-
snen g o de los p.. En este caso el argumento

pi’p? ""pu < g

XVIL
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EJERCICIO 0.4

En los problemas 1 al 10, muestre en cada caso si el argu- 9. Si trabajo, no puedo estudiar.
mento dado es vilido: O trabajo, o paso la matematica.
1. pag,q -~ Pasé la matemdtica.
Bl p Por tanto, estudié.
2. ~pogq.p..~q \
3. poqq-p 10. (p = q)nlg—Dp) . peg

4. poqgro—q.or—=-—p
Se pr~g,~r—~q .. p—>~F e eg n
6. Si estudio, no reprobaré la matematica. Si no juego 11+ Demuesire quep & ¢ implica logicamente ap — g.
basquetbol, entonces estudio. Pero reprobaré la matematica. 12, Demuestre que p «» ~¢ no implica logicamente ap — g.
Por tanto, jugué basquetbol. 13. Demuestre que p A g implica légicamente a p.
7. Sibes par, entonces 2 no divide a 7. O 5 no es primo, o2 14. Demuestre que ~p imp]ica l(’)gicamcnte ap—q.
divide a 7. Pero 5 es primo.
Por tanto, 6 es impar.
8. Lasrosas son rojas.
Las rosas son azules.
Por tanto, las rosas son 1ojas si y s6lo si son azules. 18. Dadosp ¢>q,q & r,pruebep <> r.

En los problemas 11 al 18, efectiie la demostracion requerida.

15. Demuestre que p v g no implica légicamente a p.
16. Dadop,p — ¢,y g — 1, prueher.
17. Dadop A ~q,p -1, yr— (s v g), pruebe s.

0.5 Cuantificadores

A diferencia de las proposiciones que hemos manejado hasta ahora, el enunciadox =
" 3 no es verdadero ni falso. Cuando la variable x se remplaza por ciertos valores, por
ejemplo 7, la proposicion resultante es verdadera, mientras que para otros valores de
x, por ejemplo 2, la proposicién que resulta es falsa. Este es un ejemplo de un enun-
ciado abierto, el cual viene a ser una proposicién sdlo cuando las variables son
remplazadas por los nombres particulares de los objetos. Si un enunciado abierto se
llama P y las variables x, x, ... x ; escribimos P(x , x,, ... x,), y en el caso de una sola
variable, escribimos P(x).
El enunciado “x, es igual a x, + x,”, es un enunciado abierto con tres variables. Si
denotamos el enunciado por P(x,, x,, x,), entonces P(7, 3 ,4) es verdadero,yaque 7 = 3 + 4,
“pero P(1, 2, 3) es falso.

. DEFINICION 11

La colecciéon de objetos que al emplearlos en lugar de las variables en un enunciado
abierto lo convierten en una proposicion verdadera se llama cl conjunto de verdad
del enunciado.

Antes de determinar ¢l conjunto de verdad es necesario saber cudles objetos estin dis-
ponibles para ser tomados en cuenta. Es decir, debemos haber especificado un universo de
discurso. Denotamos por A ¢l conjunto universo.
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EJEMPLO 1

Sea O(x) el enunciado “x2 = 4”. Si tomamos el conjunto de los nimeros reales como ¢l
universo de discurso, el conjunto de verdad de Q(x) es {2, —2}. Si el universo fuera el con-
junto de nimeros naturales, entonces el conjunto de verdad seria {2}.

Recordemos que un enunciado abierto P(x) no es una proposicion, pero P(a) es una
proposicién para cualquier a en el universo de discurso. Otra forma de construir una propo-
sicién a partir de P(x) es modificindola mediante un cuantificador.

Dado un enunciado abierto P(x) con variable x, el enunciado Vx, P(x) se lee “para lodox,
P(x)"y es verdadero precisamente cuando el conjunto de verdad para P(x) es el universo
completo, El simbolo V se llama el cuantificador universal.

El enunciado 3x, P(x) se lee “existe x tal que P(x)” y es verdadero precisamente cuando el
conjunto de verdad para P(x) no es vacio. Elsimbolo 3 se llama ¢l cuantificador existencial.

EJEMPLO 2

Suponga que el universo es el conjunto de los nimeros reales, entonces
(a) Ix, x > 3, es verdadero, pero Vx,x = 3 es falso

(b) 3x,|x| > 0, es verdadero, pero Vi, |x| > 0 es falso
(¢) 3, ¥* = —les falso, pero Vx,x + 2 > xesverdadero:

EJEMPLO 3

Halle una negacién de “cada nimero real positivo tiene un inverso multiplicativo™.

Solucién. Sea el universo el conjunto de todos los nimeros reales,
el enunciado puede representarse por

Vex>0=Fyy=1
La negaciones ~(Vx, x > 0= 3y xy = 1).
Esto puede escribirse de las siguientes maneras:
(@) I, ~G>N=>Iy=1)
() A, x>0A ~Fy),xy=1)
(© I, x=0A Wy #1)

Esta Gltima se lee: “Existe un nimero positivo x para el cual no hay inverso
multiplicativo™.

Dado un enunciado abierto P(x), la proposicién 3'x, P(x) se lee “existe un unico x tal que
P(x)”. El enunciado 3, P(x) es verdadero cuando el conjunto de verdad consla exacta-
mente de un elemento del universo.

EJEMPLO 4

En el universo de nimeros naturales, la proposicién 3lx, x €s un nimero par positivo y
primo; es verdadero, ya que el tinico elemento del conjunto de verdad es el 2.

EJEMPLO 5

El enunciado 3, x2 = 4 ¢s verdadero si el conjunto universo es el de los niimeros naturales,
pero es falso cuando el universo es el conjunto de los niimeros enteros, pues este Universo
tiene dos nameros, el 2 y ¢l -2, que cumplen con la condicién x* = 4.
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OBSERVACION 1

Las dos equivalencias siguientes son de gran utilidad en las aplicaciones:

a) ~ VY x, P(x) es equivalente a Jx, ~P(x)
b) ~3x, P(x) es equivalente a \x, ~P(x).

OBSERVACION 2

El lector ha podido apreciar que un enunciado abierto o predicado se convierte en una
Proposicién cuando intervienen tantos cuantificadores como variables posee dicho enun-

<iado abierto.

EJERCICIO 0.5

“En los problemas 1 al 10, considere los enunciados abiertoso  En los problemas 11 al 15, escriba los predicados siguientes

predicados dados, en forma simbélica:

F(x, ): xes mas répido que ¥ 11.

Q(x, »): yes mis alto que x 12.
): x pesa mas de 200 libras 13.

iba las siguientes expresiones: 14.

“No todas las piedras preciosas son bonitas”,

“Existe un niimero positivo que es el menor”.

“Nadie ama a todo el mundo™.

- “Existe un iinico presidente de Colombiz”,

1. P(x, José) 15. “Existe un niimero que es més grande que cualquier solu-

O(Miguel, Luis) A R(Juan) cion conocida para el problema o no hay solucién”.
b Py) ’Q(r W 16. En forma simbdlica, escriba la negacién de los predicados
E ,¥) = Ofx,

dados en el ejercicio anterior.

Qk,y) = R(x)
- 5. P(Miguel, José) v [O(Miguel, José) A R(J 08é)] En los problemas 17 al 21, determine el valor de verdad de
6.V, Wy O(x,) = P(x. ) cada una de las proposiciones dadas, "
7.V, P(x, José) <> R(x) :; :m}im 2n =1m E: SRR pGSItllvc;b)-
« Ve, Iy = = numeros reales).
§ i) 19. 3, I,y =1 (4 = nimeros reales).
PGy S RO ) 20. . Vy, (x +y)*=x? +y* (A = nimeros reales).
v, R(Miguel) ¥ O(Miguel, y) 21 3, Wy, x +y =y (A = nimeros reales),

“~
0-6 Conjuntos y elementos

La primera formulacién de la teorfa de conjuntos aparece con los trabajos de George Can-
for (1845-1918), quien obtuvo el desarrollo de la parte principal de la teorfa como un
subproducto de sus investigaciones sobre series trigonométricas. La teorfa de conjuntos
trajo claridad y precision en la exposicién de muchas teorias y dreas de la matematica, como
fa teorfa de las probabilidades, la topologia, la teoria de los grupos, etc.
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Supongamos que el proceso mental que une objetos bajo una caracteristica parti-
cular nos da un conocimiento intuitivo adecuado de lo que entendemos por un con-
junto. Los objetos reunidos de esta manera se llaman elementos y decimos que €stos
pertenecen al conjunto.

En general representamos los elementos con letras mindsculas a, b, ¢, ..., x, y, z y 108
conjuntos con letras maydsculas 4, B, ... Cuando queremos sefialar que un elemento a
pertenece al conjunto 4, lo denotamos por:

a € A (a pertenece aA4)
Elsimbolo € representa la reldcion fundamental de la teorfa de conjuntos, la relacion de

pertenencia. Esta es la relacién entre un elemento y un conjunto. Para expresar que ¢l
elemento a no pertenece al conjunto 4, lo denotamos por:

a & A (ano pertenece aA4)

DEFINICION 12

Un conjunto es una coleccion bien definida de objetos, llamados sus elementos. Denota-
remos los conjuntos con letras mayusculas 4, B, ... Los objetos que componen ¢l conjunto
se llaman sus elementos o miembros y los denotaremos por letras mindsculas a, b, ...

EJEMPLO 1

Si la caracteristica particular que observamos en una colectividad es la de estar en ¢l mismo
curso de matemdtica, entonces esa colectividad constituye un conjunto y cada uno de los
compafieros de clase de matematica es un clemento del conjunto.

Existen dos formas para escribir los conjuntos, la primera de ellas sigue el principio de
extensién, por el cual podemos determinar ¢l conjunto listando todos sus elementos. La
segunda forma sigue el principio de comprension o abstraccién, por el cual es posible de-
terminar un conjunto identificando sus elementos mediante una propiedad comiin a ellos.

Para escribir un conjunto por extension, listamos todos sus elementos separados por co-
mas y, finalmente, encerrados entre llaves {...}.

Para escribir un conjunto por comprension elegimos un elemento arbitrariox y sefialamos
que cumple la propiedad P(x). Finalmente, encerramos toda la expresion entre llaves:

A = {x: P(x)}
que se lee “A es el conjunto de todos los elementosx tales que cumplen la propiedad Px)”
(: se lee tal que).

EJEMPLO 2

El conjunto de los primeros cinco niimeros enteros positivos se puede escribir por ex-
tension:

A=141,2,3,4,5}
pero también se puede escribir por comprension:

A = {x:x es uno de los primeros cinco enteros positivos}

OBSERVACION 1

Escribimos un conjunto por extensién cuando éste tiene un nimero reducido de elementos,
ylo escribimos por comprensién cuando el conjunto tiene un niimero grande de elementos.
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2JEMPLO 3

Escriba por extensién el conjunto

Solucion. A = {a, e, i,0,u}

XX111

A = {x:x es una vocal del espafiol}

tar que 4 y B son iguales, escribimos:
A=B

Decimos que dos conjuntos 4 ¥y B son iguales si tienen los mismos elementos. Para deno-

S conjuntos
A={x:x*=4}

BS mismos elementos: A = {-2,2}, B = {-2,2}; 4 = B.

B = {x:.x es un niimero par distinto de cero entre —3 y 3}, son iguales, ya que tienen

En los problemas 1 al 10, escriba los conjuntos dados por
xtension, cuando sea posible.

. A = {x:xesunnimerorealyx* = 0} + °L

2. B ={x:x esuna letra de la palabra agricultor}

3. C = {x:x es un niimero entero comprendido entre -1y 1}
4. D = {x:x &s un entero positivo par menor que 15}

5. E = {x: x es un entero positivo tal que 4 + x = 3}

. F = {x:xes un nimero positivo par}

G- {x: x es un maltiplo entero de 5}

8. H = {x:x es un pais del continente americano cuyo nombre
comienza ¢on P}

9. I = {x:xesel rector de su universidad}

J = {x:x es uno de sus profesores}

EJERCICIO 0.6

En los problemas 11 al 20, escriba por comprensién los con-
juntos dados.

11. A ={a, e, i,0,u}

12. B=42,3,5,7,11,13,17,19, 23, ..}
13. C=1{1,3,57911,13,15, ..}

14. D= {a,b,c,d,e, .., x vy, 2z}

15. E=1{4,9,16, ..}

16. F={1,2,3,4,5,6,7,8 9}

17. G=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

18. H=1{-22}

19. I = {Santo Domingo}

20. =1}
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0-7 Cardinalidad y tipos de conjuntos

Hay conjuntos que tienen un niamero finito de elementos; éstos se llaman conjuntos finitos.
Un conjunto que no tiene un nimero finito de ¢lementos se llama un conjunto infinito.

EJEMPLO 1

El conjunto 4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ¢s un conjunto finito, pues tiene un nimero finito de
elementos, seis.

EJEMPLO 2

El conjunto A = {x: x es un nimero entero positivo}, es un conjunto infinito, ya que dado
cualquier nimero entero positivo podemos obtener el préoximo afiadiendo la unidad. Este
proceso puede repetirse un niimero arbitrariamente grande de veces; el proceso nunca
termina, por tanto el nimero de elementos no es finito.

El concepto de numero de elementos de un conjunto finito, es de mucha importan-
cia en las aplicaciones de la teorfa de conjuntos. El niimero de elementos de un conjun-
to finito es 1o que se llama la cardinalidad de dicho conjunto. La cardinalidad de un
conjunto finito 4 se denota por: Card (4) o |4|. Muchos autores usan la expresién #4
para denotar dicha cardinalidad.

Dos conjuntos finitos X y Y se dicen ser equipotentes si tienen exactamente el mismo
namero de elementos.

La cardinalidad de un conjunto finito A es el ndmero entero que representa el niimero de
elementos del conjunto A. Para cualquier conjunto finito A, denotamos su cardinalidad
por Card (4) o |A4].

EJEMPLO 3

La cardinalidad del conjunto 4 = {h, i, ]}, k, I, n} es 6, ya que A tiene seis elementos;
Card (4) = 6.

EJEMPLO 4

La cardinalidad del conjunto8 = {x:x es un niimero primoy par} es 1, ya que hay un solo
nimero primo que es par, el 2; Card (B) = 1.

EJEMPLO 5

La cardinalidad del conjunto C = {a, b, a, a, b} es 2, ya que C sélo tiene dos clementos
distintos; Card (C) = 2.
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RVACION 1

conjuntos 4 = {a,a,b},B = {a,b}yC = {b,a},son iguales. Note que cambiar el orden
s elementos del conjunto no hace que el conjunto cambie; asi mismo, cuando algin
Iento aparece repetido se cuenta una sola vez.
Por razones técnicas de las aplicaciones se hace necesario considerar el conjunto que
=rece de elementos. Este conjunto se llama el conjunto vacio; se denota por { } 0 &,

JEMPLO 6

mjunto4 dado porA4 = {x:xesun profesor de matematica con més de trescientos afios
ad}; es evidente que este conjunto carece de elementos. Por tanto, 4 es el conjunto

A={}loAd=0Q

ICION 13

El conjunto vacio es aquel que carece de elementos. El conjunto vacio se denotapor { } 0 @.

=l lector puede notar que si @ = {x: P(x)}, 1a propiedad P(x) es tal que ningin objeto

El conjunto 4 dado por 4 = {x: x es una capital de Peru}, es evidentemente un conjunto
unitario, ya que hay una sola capital en Pert. Por tanto, 4 es un conjunto unitario.

OBSERVACION 3

‘Note quesid ={x: P(x)} es un conjunto unitario, entonces la propiedad P(x) que define el
“eonjunto es satisfecha por un solo objeto.

En cualquier aplicacién de Ia teoria de conjuntos, los elementos de todos los con-

juntos pertenecen usualmente a un gran conjunto fijo llamado conjunto universal.
Este se denota por U.

EJEMPLO 8

Si trabajamos con conjuntos de comunidades humanas, entonces en Colombia un buen
conjunto universal es el conjunto de los colombianos que viven en el pais.

e

Si cada elemento de un conjunto A es también elemento de un conjunto B, entonces se
dice que A es un subconjunto de B. Se dice también que A estd contenido en B .o que B
contiene a 4. La relacién de subconjunto viene dada por:

AcBoBoA
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OBSERVACION 4

SiA = B, entonces A C By B C A son verdaderos.

SiA esun subconjunto de B, pero A y B no son iguales, entonces decimos que A €s un
subconjunto propio de B.

Si A no es un subconjunto de B, es decir, si al menos un elemento de 4 no pertenece
a B, escribimos A ¢ B.

EJEMPLO 9

Considere los conjuntos 4 = {1,3,4,5,8,9}, B =1{1,2,3,5,7,} yC = {1, 5}.

Observe que todos los elementos del conjunto C estdn en el conjunto A, por tanto
C < A. Asi mismo, podemos observar que C c B. Sin embargo, no todos los elementos
de B estdn en A, por lo que podemos decir que B ¢ 4. Asi mismo, A ¢ B,Az CyB ¢ C.

OBSERVACION 5

En los conjuntos dados del ejemplo anterior podemos ver que C C B, pero B ¢ C. Sin
embargo tenemos que:

BgAvAgB

es decir, B no es un subconjunto de 4 niA4 es subconjunto de B. En este caso decimos que los
conjuntos4 y B son no comparables.

OBSERVACION 6

Dados dos conjuntos no vacios A y B, sid ¢ B, entonces es posible que 4 = B. SiA ¢ B, pero
A # B, entonces se dice que A es un subconjunto propio de B.

Nota de advertencia: en muchos casos se usaA4 c B para indicar simplemente que 4 es un
subconjunto de B y.4 < B para denotar que A es un subconjunto propio de B.

SiA ¢ B, diremos simplemente que.4 es un subconjunto de By que B es un superconjunto
para A. Si nos interesa sefialar que A es un subconjunto propio de B, lo expresaremos de
manera categdrica.

Para conjuntos 4 y B cualesquiera se tiene:

a) JcAcU

b) AcA

¢) SiAcByBcC, entoncesA cC
d) A =Bsiysolosi4d cByBcA.

OBSERVACION 7

El literal d) del cuadro anterior nos indica que para comprobar que A = B necesitamos
comprobar dos cosas: primero, que A < By segundo que B < A.
SiAy B no tienen elementos en comtin, entonces decimos que A y B son disjuntos.

Para conjuntos A y B no vacios se tiene que:

a) A = Bsignifica que Vx,xe Aexe B

b) A < B significa que Vx,xe 4 »xe B

¢) Ay B disjuntos significa que Vx, ~(x € A Ax € B)
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‘Nota de advertencia: puesto que Vi,xe A —xe A, se tiene que A c A. Todo conjunto A
€s subconjunto de si mismo.

Una representacién grifica de los conjuntos y de las relaciones entre ellos viene dada
por los llamados diagramas de Venn (véanse figuras 1, 2 y 3). Estos diagramas son figuras
planas cerradas; normalmente, el conjunto universal se representa por el interior de un
rectingulo y los otros conjuntos se representan por discos incluidos en el rectangulo.

U 19
B
()

AcB Ay B tienen unos clementos
en coman, otros no.

- FIGURA 1 FIGURA 2

FAMILIA DE CONJUNTOS Y CONJUNTO POTENCIA

Considere el conjunto4 = {1,3,5,7}. El objeto 3 es un elemento del conjunto 4, pero 3 no
se visualiza como un conjunto; sin embargo {3} no es un elemento de A, pero es un
subconjunto de 4. En sfmbolos podemos decir que:

Jedyque{3}c 4
Ahora, suponga que deseamos formar un conjunto cuyos elementos sean a su vez

conjuntos; estarfamos en presencia de una coleccién de conjuntos o familia de conjun-

tos. Asi,siA4,4,,4,, son conjuntos dados, el conjunto que los tiene como sus elementos
es la familia de conjuntos

F={4,4,4}
Aquid, € F,pero{4,} cF
A, esun elemento de F, pero {A,} es el subconjunto de F que consta de un elemento, 4.

EJEMPLO 10

El conjunto 4 = {1, 2, 4, 8} no es una familia de conjuntos, ya que sus elementos no son
conjuntos.

El conjunto F = {{1}, {2}, {4}, {8}} es una familia de conjuntos porque sus elementos
SoN & su vez conjuntos.

Asi mismo, el conjunto F = {{1}, {2, 4}} es una familia de conjuntos porque sus ele-
mentos son a su vez conjuntos,

Cuando tenemos que utilizar una sucesién de conjuntos, los distinguimos mediante
subindices de la manera siguiente:

4 A Ay, .. A

Los subindices son elementos de un conjunto fijado de antemano; para el desarrollo
de estas ideas usaremos el conjunto de los niimeros enteros positivos N como conjunto
de indices. Por ejemplo, el conjunto de A ; es el conjunto que ocupa el tercer lugar en la
sucesion, asi mismo para el resto de elementos de la sucesién. Estos conjuntos de la
sucesion determinan una familia de conjuntos dada por:

: F={4:i€ICN}={4,4,A4,,..}

donde ¢ toma los valores 1, 2, 3, ... hasta un ntimero natural 7 si la familia es finita.

XEVII

A y B son disjuntos.

FIGURA 3
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EJEMPLO 11

Sid, ={1,3,5},4,=13,71,4,={1,5,9},4, = {3,9},
entonces podemos formar varias familias de conjuntos, una de las cuales es:

F={4,4,A}.

F={{1,3.5}L43.7;.{3, 91}

OBSERVACION 8

Dado un conjunto A cualquiera podemos elegir algunos subconjuntos de A para formar una
familia de conjuntos. Asi, los elementos de dicha familia serdn subconjuntos de 4.

EJEMPLO 12

DadoA = {3, 8, 9}, tomemos algunos subconjuntos de 4; digamos A, = {3}, 4, = {914, =
{3,9}),4,=1{8,9;.
El conjunto
F={A,A,A,A}
0

F = {{3},{9}, {3, 9}, {8, 9}}
es una familia de subconjuntos del conjunto 4 dado.

Dado un conjunto A cualquiera, la familia de conjuntos cuyos elementos son todos los
posibles subconjuntos de A4, se llama el conjunto potencia de 4. El conjunto potencia de 4
se denota por @2(A).

La cardinalidad del conjunto potencia de un conjunto finito 4 es 2", donde n es la
cardinalidad de 4 (ntimero de elementos de A4).

Para obtener todos los subconjuntos de un conjunto dado A, procedemos de la si-
guiente manera:

a) @y A son subconjuntos de A.

b) Formamos todos los subconjuntos de A con un elemento.

¢) Formamos todos los subconjuntos de A con dos elementos.

Asi sucesivamente hasta tener 2 subconjuntos de 4 incluyendo a @ v a A,

EJEMPLO 13

Determine el conjunto potenciade A = {a, b, c}

Solucion. p| nimero de elementos de @ (4) = 2° = 8.
Ahora,
@(A) g {@5 {as bs C}, {a}s {b}! {C}'! {a’ b}" {a‘ C}. {b’ C}}S

OBSERVACION 9

En ¢l ejemplo anterior podemos notar que por ejemplo, {a, b} € @(A), pero {a,b} cA. Asi
mismo, podemos decir que {{a, b}} < @(4).

Note que los elementos de una familia de conjuntos son conjuntos. Pero los subconjuntos
de una [amilia de conjuntos son familias de conjuntos.
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'‘EJEMPLO 14
Determine el conjunto potencia del conjunto 4 = {0, 1}.
‘Solucidn. El nimero de elementos de g (A4)es2? =4
3 @A) = {2, {0}, {1}, {0, 1}}
Observe que {1} € @(A), pero {{1}} = g@(A).
EJERCICIO 0.7
En los problemas 1 al 20 del ejercicio 0.7, determine ¢l ni-  que 10}, P = {1, 2, 3, 5, 7, 9, 10}, y dé ¢l valor de verdad de
mero de elementos de los conjuntos finitos. Si el conjuntoes  cada una de Ias proposiciones signientes:
infinito escriba ee. 94 AR 2. ACC
2. Liste los conjuntos unitarios del ejercicio 1. disa ’ .
2 T \ ; P o yi 26. BC A 2. BCC
‘3. Liste los conjuntos vacios del ejercicio 1.
i 28. CCA 29. CCB
En los problemas 4 al 8, realice lo que se indica. 30.A=8 3. A=C
32. B=C 33. B y C comparables

‘4. Un conjunto cuya cardinalidad sea 3.
3. Un conjunto cuya cardinalidad sea 1.

6. Un conjunto cuya cardinalidad sea 0.
7. Un conjunto cuya cardinalidad sea 10.
Un conjunto infinito.

En los problemas 9 al 11, considere U = {1, 2,3,4,5,6,7, 8,
A= {1,/4,_9}13 ={x: x €U y x es un cuadrado}, C = {1, 2,
3 7, 9}, D = {2, 3, 5, 7} y determine lo que se pide.

Cudles conjuntos son subconjuntos de los otros. 4 ¢

10. Cuiles conjuntos son subconjuntos propios de otros.

Los pares de conjuntos que son disjuntos.

En los problemas 12 y 13 compruebe:

2. Quesid c B, pero 4 y B son disjuntos, entonces.4 = @.
13. QuesiAcByC ={x|lre Ayxe B}, entonces C = A.

Fn los problemas 14 al 23, complete en cada caso el espacio
= blanco con el simbolo apropiado (g, ¢, c, @) para que la
proposicion sea verdadera.

{x|x es un niimero primo}.

{1, {2}, 2}.

11, 12}, 2}

{142}, {2, 3}}.

{1, {2}, {2, 3}}.

o ip.arnigh p.glk {pik

{1} 11; 123,42, 31k

gt Ap.grigh bk phl
{1, 2,3}

i) 423428 5)

16. {{2}}
. {2.3}
{{1,2}}

En los problemas 24 al 35, suponga A = {2, 4,6,8}, B={1,2,
' 3.4,5,6,7, 8,9}, C= {x: xes un entero positivo par menor

34. A4y B comparables 35. Ay B comparables

En los problemas 36 al 45, dé el valor de verdad de cada una
de las proposiciones dadas.

36. DeA VA 37. @ CA V4
38. AcU, VA4 39. Ae U, VA4

40. Uz A4,VA4 41. Ue 4,¥4

42, @ ={J} 43. D c{D}

44, {O} e ({&}} 45. BeU___—

En los problemas 46 al 50, determine el conjunito potencia de
los conjuntos dados

46, & 47. {2}
48. {1,2,3} 49, {a,b,c d, e}
50. {0, 1}

En los problemas 51 al 55, seiiale cuiles de las familias da-
das son conjunto potencia de algian conjunto y determine di-
cho conjunto.

51. {@, {a}}

52, {{1} {0}, {0, 1}}

53. {@, {a}, {b}, {c}, {a, b, c}}
54. {@, {a}, {b}, {a,b}}

55. {@, {-1}, {1}, {0}, {-1,0, 1}}

En los problemas 56 al 65, suponga A = {1, 3, 5} y dé el valor
de verdad de las proposiciones dadas.

56. O c p(A) 57, Pe @A)
58. {1,3}c p(4) 59. {1,2} e p(A)
60, 13,5} cA 61, {3,5}c @A)
62. 3¢ 4 63. 2 A

64. {1} c pA) 65. {5t e p(A)
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| 0-8 Operaciones con conjuntos

Uno de los hechos mds interesantes acerca de la teoria de conjuntos es que las operaciones
basicas de esta teorfa se corresponden de forma muy estrecha con las estructuras logicas
que obtenemos al utilizar conectivos.

INTERSECCION DE CONJUNTOS

La interseccion de dos conjuntos 4 y B es el conjunto formado por todos los elementos
comunes a los dos conjuntos. La interseccién de A y B se denota por A m B, y en lenguaje
16gico el conjunto puede escribirse como:

ANB={xxeAAxe B}

La operacion de interseccion de conjuntos comparte muchas propiedades con el
conectivo A.

Las siguientes propiedades se cumplen para la interseccién de dos conjuntos 4 y B. U
representa el conjunto universal.

a) A N B = B nA, propiedad conmutativa,

b) (ANB)nC=An(BnC)=AnBnC, propiedad asociativa.
¢) A n U = A, propiedad de la existencia de la identidad,

d) @ A = &, propiedad de la existencia de un elemento absorbente.

EJEMPLO 1

Dadoslos conjuntos 4 = {1,2,3,4,5},B ={2,3,5,7,9, 11} determine el conjunto intersec-
cionde A yB.

Solucién. Los elementos que estin o pertenecen tanto a A como a B son: 2, 3, 5. Por tanto
AnB=1{23,5}

OBSERVACION 1

En los diagramas de Venn, la interseccién de 4 y B se representa por la region sombreada
en la figura 4.
La situacion correspondiente al ejemplo anterior es la signiente:

U U

FIGURA 4 FIGURA 5

Observe que la parte sombreada contiene precisamente los elementos que pertene-
cenaAd MmB.
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Xxxa

BSERVACION 3

Auchas veces es necesario calcular la interseccién de tres conjuntos.4, B, C. Sin embargo,
esbueno que se enfatice que la operacién de interseccion siempre se lleva a cabo entre dos
conjuntos; para realizar la interseccion de tres conjuntos, es decir, determinar el conjunto

" @

Solucion. Primero buscamos A M B:
D=AnB=1{ce}l

Luego calculamos A NBNC=DnC = {e}
Por tanto, A "B C = {e}.

Graficamente la solucién es:

A %%

FIGURA 7 U d €

AnBnC

SERVACION 4

};ﬂsf\mismo, sid, A, A, ..., A esunasucesion de conjuntos, podemos calcular la intersec-
cion de ellos (el conjunto de los elementos comunes a todos los conjuntos) toméandolos dos
a dos en la expresion:

i

AnA,nA,nNn.NnA

0 mis breve N A,

1

'EJEMPLO 3

- Dada la sucesién de conjuntos:
A ={1,3}1,A4,=13,5,7,9},4, ={1,3,5,11,13},

determine A, =4, N4, N A,
‘Solucidn. sj ponemos D, = A, N A,, entonces
nd=A4n4,nA,=D,nA,

Ahora, D, = A NnA, = {3}. Por tanto,

N A=A,0A,NA,=D,nA, = {3} " {1,3,5,11,13) = {3}.

AnB=A4
FIGURA 6
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UNION DE CONJUNTOS

La unién de dos conjuntos A y B consta de todos los elementos que pertenecenaAd oaB.La
unién de A y B se denota por A U B. En lenguaje 16gico podemos escribir:
AuB={xxe Avxe B}
Note que si extraemos un elemento de A U B, éste puede estar soloenA, osdloen B, o

ser un elemento comina.Ad ya B.
La representacion grafica de 4 U B se expresa por una de las situaciones siguientes:

U ' U

FIGURA 9 FIGURA 10

La region sombreada en cada caso corresponde al conjunto.4 U B.
EJEMPLO 4

Dados los conjuntos 4 = {a, b,c,d, e} yB = {b, ¢, f, g, h}, determine el conjunto 4 U B.

Solucion. pyegto que en A U B deben estar representados tanto los elementos de.4 como
los de B, tenemos que A U B es la unificaciéon de 4 con B, es decir, ponemos juntos los
elementos de A con los de B:

AwB=1{ab,cd.ef gh}

La situacién grafica del ejemplo anterior es la siguiente:

U

FIGURA 11

Las siguientes propiedades se cumplen para la unién de dos conjuntos 4 y B. U represen-
ta el conjunto universal.

a) A w B = B u A. propiedad conmutativa.

b (AuB) uC =A4u(BuC(), propiedad asociativa.

¢) A W@ = A, propiedad de la existencia de la identidad.

d) A u U = U, propiedad de la existencia del conjunto absorbente.

OBSERVACION 5

En muchas circunstancias necesitamos obtener la union de mas de dos conjuntos; pero la unién
es una operacion entre dos conjuntos, de ahi que necesitamos apoyarnos en la propiedad
asociativa para poder obtener un conjunto 4 W B L C, cuando A, B y C son conjuntos dados.

Para calcular A w B U C, primero calculamos A U B y unimos este resultado con el
conjunto C. Si

D=AuUB,
entoncesAVBUC=AuB)LUC=DuC.




-Primero calculamos D =4 UB = {0,1,2,3,5, 7} y luego calculamos D w C para
AuBuUC.

AVBLUC=(AuUB)UC=DuC={0,1,2,3,5,6,7, 8}

La situacion grafica es la siguiente:
‘} q
C B

i4,. 4, A, .., A, esunasucesién de conjuntos, entonces la unién de ellos se define por:

FIGURA 12

BSERVACION 6

A, VA, VAU UA 0 A
£ 7 =1 I

ende las uniones de conjuntos se realizan dos a dos.

2 D12'=AJ UA2={112) 35455} 637}
Ahora,

L UA,UA, =4, 0A)UA, = D,uA4,=1{1,2,3,4,5,6,7,8}.

La situacion gréfica es la siguiente:

FIGURA 13

Las siguientes propiedades se cumplen para las operaciones de unién ¢ interseccion
de conjuntos:

ADAUBNC)=AUB)N(AUC)

propiedad distributiva de la unién respecto a la interseccion.
MWANBUC)=ANB)uANC)

propiedad distributiva de la interseccién respecto a la unién.
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DIFERENCIA DE CONJUNTOS

La diferencia entre dos conjuntos A y B o el complemento relativo de B con respecto a
A, es el conjunto que consiste en todos los elementos que pertenecen a A, pero no
pertenecen a B. La diferencia entre 4 y B se denota por 4 — B. En lenguaje de la 16gica
A - B se representa como:

A-B={xxeAr~(xe B)} ={xixe Arxe B}.

El complemento de un conjunto A4, que se denota por A’ o por A, es el conjunto U —A,
que puede describirse como:

A'=U-A={xeU:~((xe A)}.

OBSERVACION 7

La operacion de tomar complementos es similar a la operacién de negacién en logica.
Las situaciones gréficas de la diferencia de conjuntos y la de tomar complementos son
las siguientes:

U : U
A-B A'=U-A
FIGURA 14 FIGURA15

Los siguientes hechos son verdaderos respecto a conjuntos y sus complementos:

a) AnA" =0,VA
b) AuA"=U, VA

Las siguientes propiedades, llamadas leyes de De Motgan, se cumplen para conjuntos 4 y
B que son subconjuntos del conjunto universal U:

a) (AUBY =A"nB

b) (4nB)Y =4"UB.

EJEMPLO 7
DadosA =1{a,b,c,d,e,f} yB ={c,d,e,f, g h}, determine el conjunto.4 — B.

Solucion. El conjunto A - B esta formado por todos los elementos de A que no lo son de B,
asi que los elementos de 4 — B son a, b. Por tanto:

A-B={a,b}.

EJEMPLO 8

Dados el conjunto universal U = {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9} y el conjunto A = {3, 8§, 9},
determine 4’,

Solucién. El complemento de A es el conjunto formado por todos aquellos elementos de
U que no son elementos de A:

A'=1{0,1,2,4,5,6,7}
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HFERENCIA SIMETRICA DE CONJUNTOS

iiferencia simétrica de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por los ele-
=ntos de la unién de 4 y B, eliminando los elementos de la interseccién de 4 y B. La

slerencia simétrica de A y B se denota por 4 A B. Usando el lenguaje légico podemos
dresar A A B como

AAB={x:xe Av B}

- Note que de acuerdo con la descripcion dada para la diferencia simétrica, podemos escribir:
AAB=(AUB)-(ANB)

o

AAB=(A-B)u (B-A).

a representacion grafica de la situacién que describe 4 A B es la siguiente:

U

AAB=(A-B)uU(B-A)

514 y B son disjuntos, entonces A AB =A UB.

i4 c B, entoncesA AB = B—A.

SiA DB, entoncesAAB =A4—B.

AA(BAC) = (4 AB)AC,ley asociativa para la diferencia simétrica.

A AB = B AA, ley conmutativa para la diferencia simétrica. :

SiAAB =AAC,entonces B = C, ley cancelativa para la diferencia simétrica.
ANBAC)=(AnB)A(A4nC), ley distributiva de la interseccién con respecto
a la diferenciacion simétrica,

PLO 9
os los con]untosA {1, ¥5 7 9 11 13 15}yB =1{2,3, 5,/? 1/1, 1’% 17,19}, determine

Solucion. Sabemos que enA A B entran todos los elementos de A y B que no son comunes
L4 y a B; por tanto,
AAB={1,2,9,15,17,19}

La solucion grafica es la siguiente:

U

FIGURA 17

AAB

XXXV
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OBSERVACION 9

sraciones con conjuntos cumplen las leyes del dlgebra de conjuntos, €stas son las

OBSERVACION 10

En muchas ocasiones aparecen situaciones en las que entran varias operaciones simulté-
_neamente. Para trabajar o calcular estas expresiones hay que ser cuidadosos al aplicar las
operaciones fundamentales con conjuntos, asi como las leyes de estas operaciones.

EJEMPLO 10 _ )

Dados los conjuntos: 4 = {a,b, ¢, d}, B = {a, e 1, g}, C = {a, b, h, k}, determine los
conjuntos siguientes, donde U = {a, b, ¢ doefghijklmy:

a) (A-BY C

b) AAC)uA’

Solucién.

a) A-B={b,c,d},(4-B) ={a,e,f,ghijklm}
(A-B)YnC=H4a,hk} 5

b) A-C={c,d},C-4= {h,k},AAC = {c,d, h,k}
A ={e,f ghijk | m}
(AAC)uA ={cdefghijklm}
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EJERCICIO 0.8

F 8

‘que se indica. expresiones dadas.
1. AuB 2. AnB 41. AUB
3. CnAD 4. EUF 43. A=B
- 2 g 45. (A'"BYNC

47. A’ B
7. CuD 8. EnF 49. (A'AB)YNC
9. 4 10. B’
1. B-4 12. ENF

13. 1-B 14. (EUFY dad de los enunciados dados.
15. AN (BuC) 16. (4ANB)U(AuC) SL. AnG =G

55. GAA=AuUG

. (CAA)-E 20. (BAFY WA

i los problemas 21 al 30, suponga los conjuntos K = {2, {2,3,5h 4, = {1,4}, A,={1,

10}, y determine lo que se indica.
2. K 22. (KULY

1o que se indica.

-]
O A K) 24. KAM ST
(K-LYAM 26. (M'-K)-L 59, A A
U-o 28. UAL '3
Uy AD 30. (KAL)-M 61. ;\,{A&Af
i=2 i=1

En los problemas 31 al 40, suponga que los conjuntos 4, B, C
s cualesquiera, Uel conjunto universo y @ el conjunto vacio,

'En los problemas 1 al 20, suponga U/= {a, b, ¢,d, e, f, g, h, Enlos problemas 41 al 50, suponga dados los conjuntos 4, B,
ik 4= {a,b,c,d, e}, B= {d,e f, g}, C={e,f, g h,i}, P=  Cno vacios; use diagramas de Venn para ilustrar los resulta-
c, e g i, E=1{b,d, f,h}, F= {a, e, i}, y determine lo  dos obtenidos al efectuar las operaciones indicadas en las

42. AnB

44, AAB

46. B'u A’

48. (AUuBYnAuCYy
50. AnB

En los problemas 51 al 56, si sabemos que un conjunto Ges
subconjunto de un conjunto A no vacio, determine la veraci-

52. GuA=4
54, (G-A)2G
56. (A-G)nA=(4-G)

En los problemas 57 al 62, considere los conjuntos A =

2,3}, 4,={1,3,5,7}, A,= {3,

£6.8}, L=1{1,2,3,4}, M= {3,4,5,6,8}, U= {1,2,3, ..., 5,84, A4, ={1,7}, U= {1,2,3,4,5,6,7,8,9},y determine
5

58. 3
l\;J-IaA!I
'S

60. (A~ Au)

62. p(%A,]

En los problemas 63 al 67, considere conjuntos Ay B cuales-
quiera y realice las demostraciones propuestas,

mplifique las expresiones dadas. : , :
AN UD 32 A-U)AB-2) 63. Demuestre que (4 UB) = A ﬁB'. o
2 ! 64. Demuestre que (A UB) "B = AsiysélosiA NB =@,
E - AnEug 3k Ariu ) 65. Demuestre que si A y B son subconjuntos de U, entonces
3. (BulU)nAnl) 36. (AnAY AnB =AsiysélosiAnB = Q.
3. UnU 38, AAU 66. Demuestre que (A UB)LUC =AU (Bu(C),
5. BAQ 40. (BAUY 67. Demuestre que (4 "B)nC=AnN (BN Q).

." . .9 Conjuntos y técnicas de conteo

na de las ideas mds importantes en la aplicacion de la teorfa de conjuntos esté relacionada
‘©on el proceso de contar. Se cuenta el niimero de elementos de un conjunto, el niimero de
aaneras en que un proceso puede ocurrir, etc, En este apartado consideramos la solucién
de estos problemas a partir de la relacién que expresa el niimero de elementos en la unién
‘de conjuntos. En el tratamiento del problema entran dos situaciones, primero cuando los
‘conjuntos que intervienen son disjuntos y segundo cuando no lo son.




XXXvi

AILGEBRA Y TRIGONOMETRIA

CASO DE PARES DE CONJUNTOS DISJUNTOS

Parece razonable esperar que la cardinalidad de AU B, ’Au BI' sea igual a |A§ + |B| . ya
que la unién de A y B se obtiene juntando los elementos de A con los elementos de B.
Este es el caso cuando 4 y B son conjuntos disjuntos, ya que cuando contemos los ele-
mentos sabemos que cada uno viene de 4 o de B, pero no de los dos al mismo tiempo.
Esto nos conduce al siguiente principio de conteo:

SiA y B son disjuntos, entonces
AU B =|4]+[5]

EJEMPLO 1
SeaA = {1,2} yB = {a, b, ¢}; determine |4 U B|.

Solucidn. Por ser A y B disjuntos, al contar los clementos de 4 U B, cada elemento se
cuenta una sola vez, por tanto,

lAuBl=|4l+ 1Bl =2+3=5.
Es claro que puesto que 4 U B = {1,2, a,b, ¢}, se tiene que |4 UB| = 5.

CASO DE PARES DE CONJUNTOS NO DISJUNTOS

SiA y B no son disjuntos, entonces el problema de determinar el nimero de elementos
de A U B es menos sencillo. Si contamos los elementos de A y los elementos de B, y
sumamos los niimeros que resultan de estas cuentas tratando de obtener el ntimero de
clementos de 4 U B, encontramos que algunos de los elementos han sido contados dos
veces. Los elementos de la interseccién de A y B se contaron dos veces, una vez cuando
contamos los de 4 y una segunda vez cuando contamos los de B; de ahi que para que
cada elemento de A U B sea contado una sola vez debemos restar el nimero de elemen-
tos de 4 M B a la suma del nimero de elementos de 4 y de B.

SiA y B son dos conjuntos cualesquiera, entonces

|AUB|=|4+|B|-|AnB|

Note que la altima relacién también se cumple cuando A y B son disjuntos, es decir, 4 N B
=@, yaque |G| = 0.

EJEMPLO 2
Sead = {1,2,3}yB = {3,4, 5}; entonces

AUB={1,2,3,45yAnB ={3}.
B|=3, |[AnB|=1

En este caso ‘A‘ =3

por tanto ‘A U B|, como se puede comprobar contando los elementos de AU B.

EJEMPLO 3

Suponga que A y B son tales que A = 5, B = 8§,
y |4 UB| = 11. Determine |4 N B|.

Solucion. Sillamamosx al niimero |4 M B, entonces por la férmula sabemos que:
|AuB| = |4] + |B|-x,
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es decir, 11 = 5 + 8 —x y de aqui se tiene
x=13-11=2
por tanfo |4 N B| =2.

EJEMPLO 4

De un total de 35 programadores entrevistados para un trabajo, 25 conocian Fortran, 28

conocian Pascal y dos no conocian ninguno de estos dos lenguajes; écuantos conocian am-
Bos lenguajes?

Solucién. Puesto que dos de ellos no conocfan lenguaje alguno, se tiene que los que cono-
Sian por lo menos un lenguaje eran:

35-2=33.
Ahora, si 4 = el conjunto de los que conocian Fortran, B = el conjunto de los que

eonocian Pascal, entonces 4 U B = el conjunto de los que conocian por lo menos uno de

0s lenguajes, y A M B = el conjunto de los que conocian ambos lenguajes.
Puesto que

[A4UB| = |4| + |B| - |AnB]|
< tiene que
|[4NB| = |A| + |[B| - |4 UB|

%10 |A| =25, [B| =28, |4 WB| =33
or tanto;

|ANB|=25+28-33=20

onas conocian ambos lenguajes.

BSERVACION 1

S8 en el problema anterior quisiéramos saber ¢l nimero de personas que conocen solo
Poriran, tendriamos que restarle al nimero de los que conocen Fortran el niimero de los

e conocen Fortran y Pascal, es decir,

4|~ |AnB| =25-20=5

Asi mismo, para conocer ¢l nimero de personas que conocian s6lo Pascal, tendriamos
gue restarle al niimero de los que conocian Pascal el niimero de los que conocian Fortrany

scal, es decir,
|B| - [AnB| =28-20=38.
SiU=el conjunto de todos los entrevistados (35), entonces el diagrama de la figura 18
miestra la distribucion de los conjuntos involucrados en el problema.

EASO DE LA UNION DE TRES CONJUNTOS

trabajo de conteo para los casos en los que intervienen tres conjuntos es tan sencillo
o ¢l trabajo con dos conjuntos. Observe que:

[AVBUC| = [AUBUCO)| =|4| + [BUC|- AN BUC)|
[BUC|=|B|+|C|-|BnC|
AN BUO)|=[ANB)|U|ANC)|=|ANB| + |4 NC|=lAnBnC|;
Or Lanto:
" AUBUC|=|4] + |B| + |C| - |BAC|-|ANB| = |A~C| + |[AnBnNC|.

U 4
2
FIGURA 18
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[AUuBuUC|=|4]| + |B| + |C|-|BAC|-|AnB|-|AnC| + |[AnBnC|.

OBSERVACION 2

Note cémo se utilizan las leyes asociativa para la unién de conjuntos y distributiva de la
interseccion con respecto a la union de conjuntos en la obtencién de la dltima relacion.

OBSERVACION 3

Del diagrama de la figura 19 podemos deducir varios hechos interesantes:

a) El nimero de elementos que estdn solo enA:
|A| = |AnB|-|ANC|+ |[AnBNC|

b) El niimero de elementos que estan sdlo en B:
|[B|-|AnB|-|BNC|+ |AnBNC|

¢) El nimero de elementos que estdn sélo en C:
ICl-1AnC|=-|BNC| + |AnBAC|

d) Elniimero de elementos que estdn en 4 N B, perono en C:
|AnB|-|AnBnC|

€) El niimero de elementos que estdn en4 N C, perono en B:
[AnC|-]|AnBNC|

f) Elnimero de elementos que estan en B N C, pero no en A4:
|[BNC|-|AnBnC]|

g) Elntimero de elementos que estin en4 o en B, perono en C:
[AUB|-]ANB|-|Bn C|+ |[AnBNC]|

h) El niimero de elementos que estdn en 4 o en C pero no en B:
[AuC|-|ANB|-|BNC|+ |[AnBNC|

i) Elnimero de elementos que estdn en B o ¢n C pero no enA:
[BUC|-|ANB|-|AnC| +|AnBNC|

i El ntimero de ¢lementos de A U B U C puede ser distinto al nimero de clementos
del universo U,

EJEMPLO 5

Una encuesta entre 100 estudiantes arrojo la signiente estadistica:
32 estudian matemética.
20 estudian fisica.
45 estudian biologia.
15 estudian matematica y biologia.
7 estudian matemaética y fisica.
10 estudian fisica y biologia.
30 no estudian ninguna de las tres asignaturas.
(a) Encuentre el nimero de estudiantes que estudian las tres asignaturas.
(b) Encuentre el nimero de estudiantes que cursan unay s6lo una de las tres asignaturas.

Solucién. Supongamos M = el conjunto de los que estudian matematica, F' = ¢l conjunto
de los que estudian fisicay B = el conjunto de los que estudian biologfa. Entonces,

|M| =32, |F| =20, |B| =45, [M~F| =7,|MnB| =15, |[FnB| = 10.

(a) Esclaro que los que intervinieron en la encuesta constituyen el universo U, de aqui que
U = 100. Asi mismo, los que estudian alguna de las tres asignaturas estan representa-
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dos por M U F U By los que no estudian ninguna de las asignaturas son 30 personas; de
~ ahi que:

|[MUFUB| =100-30 =70

’_El numero de estudiantes que toman las tres asignaturas constituyen el conjunto
~ [M~FnB|;de ahi que como _

IMUFUB| = M| + |F| + |B| = |MAF| - |M~B| - |FAB| + [MNFNB,
~ se tiene,

MAFB| = |[MUFUB| - |M| - |F| - |B| + [MAF]| +|MAB| + [FAB]
¥ =70-32-20-45(+ 7+ 15+10=5

4 ‘Asi que los que estudian las tres ésignaturas son ¢inco cstudia_ntcs.

‘El miimero de los que estudian s6lo matemética est4 dado por:

|M| - |MAF|-|MAB|+ | MAFNB|=32-7-15+5=15

- Los que estudian sélo fisica son:

|F| - IMnF|-|FNB| + |MAFNB| =20-7-10+5=8
- Los que estudian sélo biologia son:

|B| - IMAB|=|FnB|+ |MANFAB|=45-15-10+5 =25
Asi que los que estudian una y s6lo una de las asignaturas son:
15+ 8 + 25 =48,

MPLO 6

2 una encuesta sobre los medios de transporte urbano mas comunes, a cada personase le
tasi el taxi, el autobis o el carro privado es el medio mas usado para ir al trabajo. Se
te més de una respuesta. El resultado de la encuesta es el siguiente:
30/t personas opinaron a favor del taxi.

35  personas opinaron a favor del autobiis.
100 .‘; personas opinaron a favor del carro privado.
15 personas opinaron a favor del taxi y del autobiis.
15 personas opinaron a favor del taxi y del carro privado.
20 personas opinaron a favor del autobis y del carro privado.

5 personas opinaron a favor de los tres medios de transporte.
dntas personas respondieron la encuesta?

plucion. SupongamosA = los que opinaron a favor del taxi, B = los que opinaron a favor
=lautobus y C = los que opinaron a favor del carro privado.
Entonces, si asumimos que todos los encuestados respondieron la encuesta, se tiene que
U B U C es el conjunto de los que respondieron la encuesta y es a la vez el conjunto
iverso U. Asi mismo, |4 "B| =15, |4 C| =15, |[BNC| =20,|AnB~C|=5.
|AUBUC| = |A] + |B| + |C|-|ANB| -|ANnC| - [BNC| + |[ANBAC|
=30+35+100-15-15-20+ 5 =120

Por tanto, 120 personas respondicron la encuesta.
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EJERCICIO 0.9

AILGEBRA Y TRIGONOMETRIA

En los problemas 1 al 6, suponga que |B| = 12, |C| = 11,

| D] =8 |BuC| =20, |BuD| =20y |DPNnC|=3y
determine lo que se indica.

1. |[BAC| 2. |B-D]|

3. |[buC]| 4. |BnD|

5. |B-C| 6. |[BAD)|

En los problemas 7 al 10, suponga que | 4| = 35, | B| = 23,
| €] =28, |[AnB| =15, |An €] =13, | BA (| = 11, |AU
By (] = 52,y determine lo que se indica,

7. |[AnBnC| 8. [(AnO)-B|

9. |[(AnB)-C| 10. |(AnC)-A|

11. En una encuesta de 60 personas se encontrd que 25 leen re-
vistas politicas, 26 leen revistas cientificas y 26 leen revistas
de entretenimiento. Se determind ademads, que nueve perso-
nas leen revistas politicas y de entretenimiento, once leen re-
vistas politicas y cientificas, ocho leen revistas cientificas y de
eniretenimiento y ocho no leen revista alguna.

(a) Determine el niimero de personas que leen los tres tipos
de revisias.

(b) Determine el nimero de personas que leen exactamente
um tipo de revistas.

12. Una encuesta a 100 miisicos populares mostrd que 40 de ellos
usaban guantes en la mano izquierda y 39 usaban guantes en
la mano derecha. Si 60 de ellos no usaban guantes, écudntos
usaban guantes en la mano derecha solamente?, {cudntos usa-
ban guantes en la mano izquierda solamente?, {cudntos usa-
ban guantes en ambas manos?

13. En la clase de educacién fisica se inscribieron 200 estudian-
tes; se les pregunto si querian trotar o nadar como tinicas dos
alternativas. Decidieron trotar 85 de ellos, 60 también acep-
taron nadar. En total, {cuantos tomaron natacion?, icuiantos
tomaron natacién pero no aceptaron trotar?

14. Un archivo de datos de tamafio igual a 96K debe ser co-
piado en un minidisco de capacidad 143K. Si 100K del dis-
co esid ocupado con otros archivos, icudl es la minima
cantidad del disco que debe ser borrada para poder alma-
cenar el nuevo archivo?

15.

16.

17

18

19.

20.

De 30 estudiantes en una clase de matematica, 26 aprobaron
el primer examen parcial y 21 aprobaron el segundo examen
parcial. Si dos estudiantes reprobaron ambos exdmenes,
icudntos aprobaron ambos exdmenes”?
Un total de 60 clientes potenciales visitaron una tienda de
articulos de computadores. De éstos, 52 compraron algiin
articulo; 20 compraron papel, 36 compraron disquetes y doce
compraron cintas para impresoras. Si seis compraron papel y
disquetes, nueve compraron disquetes y cintas y cinco com-
praron papel y cintas, {cudntos compraron los tres articulos?
Un total de 35 sasires fueron entrevistados para un trabajo;
25 sabfan hacer trajes, 28 sabian hacer camisas, y dos no sa-
bian hacer ninguna de las dos cosas, {cudntos sabian hacer
trajes y camisas?
A principios de los afos setenta se hizo una encuesta a 120
residentes de una ciudad latinoamericana sobre su interés
en los tres equipos del drea mds cercana a la ciudad, De
éstos, 40 segufan al equipo A, 28 segufan al equipo By 31
al equipo C; 23 segufan al A y al B; 19 segufan al equipo B
y al equipo C, 25 seguian al equipo A y al equipo Cy 18
personas seguian a los tres equipos. ¢ Cudntas de estas per-
sonas no seguian a equipo alguno?, icudntos seguian al
equipo Ay al equipo C, pero no al equipo B?
De 1200 estudiantes de primer aio en una universidad, 582
tomaron educacion fisica, 627 tomaron espanol, 543 toma-
ron matemética, 217 tomaron educacién fisica y espafiol, 307
tomaron educacion fisica y matemadtica, 250 tomaron mate-
matica y espanol, 122 tomaron los tres cursos. {Cudntos no
tomaron ninguno de los tres cursos?
En una encuesta aplicada a 260 estudiantes se obtuvieron
los siguientes datos: 64 toman un curso de matemdtica, 94
toman un curso de computacién, 58 toman un curso de
administracion, 28 toman cursos de matemdtica y admi-
nistracion, 26 toman cursos de matematica y computacion,
22 toman cursos de administracién y computacion, y 14
toman los tres cursos.
a) (Cuantos de los estudiantes de la encuesta no toman nin-
guno de los tres cursos?
b) iCudntos de los estudiantes de la encuesta toman solo el
curso de computacién?

CONCEPTOS IMPORTANTES

Postulados o axiomas
Teoremas
Proposiciones
Simples
Compuestas
Conectivos logicos
Negacion
Conjuncién
Disyuncién inclusiva
Disyuncion exclusiva

Condicional
Bicondicional
Tabla de verdad
Cuantificadores
Universal
Existencial
Enunciado abierto
Conjuntos y elementos. Cardinal
Familias de conjuntos
Conjunto potencia

Operaciones con conjuntos
Unién
Interseccion
Complemento
Dilerencia
Diferencia simétrica
Diagramas de Venn
Técnicas de conteo
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EJERCICIO DE REPASO

" En los problemas 1 y 2, establezea la proposicién reci-
Proca inversa y la contrapositiva de cada una de las pro-
pslcmnes dadas:
“Si2 + 2 = 4, entonces no soy el rey de Tnglaterra”.
2. “Si tengo tiempo y no estoy cansado, iré a la tienda”.

‘En los problemas 3 y 4, considere que la proposicion “es-
tudiaré matemitica” se representa por la letra p, Ia propo-
Sicion “iré al cine” por la letra gy la proposicion “estoy de
Buen humor” por la letra r, escriba en lenguaje simbélico
$es siguientes enunciados: ¢
3. “Sino estoyde buen | humor, entonces iré al cinc”.
4. “Noiré al cine y estudiaré matematica”.

A e e

b Ny Ll F
los problemas 5 al 8, clasifique las proposiciones siguien-
#&s como contingencias, contradicciones o tautologias.

7. pAg)¥rog
(prg) (v ~q)

! ', los problemas 9 y 10, determine en cada caso si el par de
proposiciones dadas son logicamente equivalentes.
8. pvigan.(pvg)alpvr)
8. pv(pnrg)p
En los problemas 11 y 12, suponga que el universo de discurso

a formado por todos los nimeros enteros; diga cudl es el
or de verdad de cada una de las proposiciones dadas, escri-
R su negacién en cada caso, asi como su valor de verdad.

B1. Vi, x dividido por 2 es un entero.

12, 3 Yy =

los problemas 13 y 14, construya la tabla de verdad para
ida una de las proposiciones dadas.

[pvr)A@VDIA(~pV ~T1)
[e=q)=>rlepn ~q) >

los problemas 15 y 16, diga si los pares de proposiciones
as estin formados por propesiciones Iégicamente equi-
Entes.

pvralg—r).(p—og)—r

~q.(pvag)—p

“En los problemas 17 y 18, diga si el argumento dado en cada
- £aso es vilido o es una falacia.
7. Sillegué en auto al trabajo, entonces llegué cansado a ¢é1. Lle-
gué cansado al trabajo.
Por tanto, manejé camino al trabajo.
I8. Si trabajo duro y tengo talento, entonces seré un musico.
Si soy misico, entonces seré feliz.
Por tanto, si no seré feliz, entonces no trabajé duro
f 0 no tuve talento.

En los problemas 19 al 21, considere la proposicion Vx, Vi x

<y-odzx<z<y

19. Escriba su negacion.

20. Determine su valor de verdad cuando el universo de discurso
estd formado por los niimeros reales o los racionales.

21. Determine suvalor de verdad cuando el universo de discurso
estd formado por los nimeros enteros positivos o los niime-
TOS enteros,

22. Describa los métodos que ha usado para hacer demostra-
ciones y dé algunos ejemplos.

En los problemas 23 y 24, construya la tabla de verdad de
cada una de las proposiciones dadas.

23. p—>q)=>[pve) = @Aag]
24. [(p—=g)vip—=nr]—=(gap)

En los problemas 25 y 26, discuta (analice y opine) eada uno

de los argumentos dados.

25. Si obtengo el puesto y trabajo duro, entonces me ascende-
ran. Si me ascienden seré feliz. No seré feliz. Pur lanto, no
obtendré el puesto o no trabajaré duro.

26. Un logico dice a su hijo; “Sino terminas tu cena, te irds direc-
to a dormir y no verds television™. Termind su ccna v fue en-
viado directamente a la cama.

En los problemas 27 y 28, demuestre los teoremas dados por
el método que considere apropiado.

27. Sip—(gvr),g—syr—tentoncesp — (svi)

28. Sip = (g Ar),(gvs)—t y pvs,entoncest.-

En los problemas 29 al 31, escriba el significado de los enuncia-
dos dados si se considera un universo de discurso A, que consta
de los miembros de un club y un universo A, de lineas aéreas.
Sea Alx, ¥ el predicado “x ha sido pasajero de y*, escriba el
significado de cada uno de los enunciados signientes:

29. Vix, Wy, P(x,y) & ¥y, Vx P(x, y)

30. Ix, Fy, Plx,y) & Fy, 3, P(x, v)

31. Jx, ¥y, P(x,y) = Yy, 3x, P(x, v)

En los problemas 32 y 33, pruebe los enunciados dados por el

modo de demostracién que considere apropiado en cada caso.

“Six es un nimero pr1m0 entoncesx + 7 es un numero com-
putbto
33. Para todo numero irracional ¢, ¢ — 8 es irracional.

En los problemas 34 al 36, complete,
34, SiA < B, entonces

AuB = AnB= A-B=
35. SiAy B son disjuntos, entonces

A-B= AnB= B-A=
36. SiA = O, entonces

AuB= AnB= AAB=
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En los problemas 37 al 40, determine la cardinalidad de cada
uno de los conjuntos dados.

3T. A={x:x=5n+ 2,ne N}

38. B={xr+3:2<x<12,xe N}

39. C={21-3:ne N}

40. D={x—1:6 <x < 10,xe N}

En los problemas 41 al 46, dé el valor de verdad de las propo-
siciones dadas.

41. 3¢ {3} 42. 5= {5}
43. {6} ={{6}} 44. {2,3}=1{3,2}
45. @ e {2} 46. {2} c {2}

En los problemas 47 al 52, considere A = {1,3,5,7,9}, B=
{2,4,6,8}, C={1,2,3,4,5,6}, U= {0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9}
y efectiie las operaciones de conjuntos indicadas.

47. (A'-B)nC 48. (BACY UB

49, (BuANAC 50. (C'nA)uB

51. ) p(0) 52. AUB)NC

En los problemas 53 y 54 demuestre que:
53. AANA =0 V4
54. An(BAC)=(AnB)A(ANC),VA,B,C

En los problemas 55 al 58, considere U= {0,1,2,3}, 4 = {1,
2,4, = {0,114 = {0,3}, 4, = {1,2,3}, 4 = {0,2,3} y
determine lo que se indica.

3 4
55. UAANA,

i=1 i=1

56. 0 405 4)

4 3 4 r
57. p(UA)-p(0A4) 8. N (4 -4.,)
En los problemas 59 al 62, haga una representacion en dia-
grama de Venn del resultado de las operaciones en cada caso.

59. (4 UB)-(4NB) 60. A-(B-C)
61. A'U (B —CY 62. (4’ UB)N(CAB)

En los problemas 63 al 66, considere conjuntos 4, B, C'de un
cierto conjunto universal I’y diga cuales de las afirmaciones
dadas son verdaderas y cudles son falsas. En caso de que una
afirmacion sea falsa, proporcione un ejemplo en el cual la
afirmacién no se cumpla.

63. (A UB)cAnBimplicaqued =8

ALGEBRA Y TRIGONOMETRIA

64 (ALHUB=B VAB

65. An(ZJuB)=Asiempre que4 C B

66. ALUB=4"UB" VAR

67. Un pueblo pequefo posee 300 carros para el transporte pi-
blico de sus habitantes. Se sabe que 110 de estos carros tie-
nen més de 20 afos de edad, que 120 son de la Nissan y que
50 son de la Nissan con mas de 20 afos de edad. Determine
el nimero de carros que:

a) No son de la Nissan.

b) No son de la Nissan y tienen méas de 20 afios.
¢) Son de la Nissan con 20 o menos anos.

d) No son de la Nissan y tiecnen 20 0 menos afios.
e) Tienen 20 0 menos afios.

68. En un grupo de 150 personas, 45 nadan, 40 montan bicicleta
v 50 corren. Se sabe que 2() personas nadan y montan bici-
cleta, que 32 corren pero no montan bicicleta y 10 personas
realizan las tres actividades.

a) (Cuantas personas montan bicicleta pero no nadan ni corren?
b) Si 21 personas corren y nadan, écudntas no realizan nin-
guna de las tres actividades?

69. Al interrogar una delegacion deportiva formada por 250
atletas sobre su aficion respecto al teatro, la danza o la poe-
sia, se encontrd que 125 preficren el teatro, 180 prefieren la
danza, 65 la poesia, 100 teatro y danza, 25 teatro y poesia, 40
danza y poesia y 20 tenian las tres preferencias. Determine
cuantos de estos 250 atletas tienen:

a) Al menos una de estas tres preferencias.

b) Ninguna de estas tres preferencias.

¢) Solo una de estas tres preferencias.

d) Cuando mucho una de estas tres preferencias.
€) Exactamente dos de estas preferencias.

70. Una agencia de carros vendié durante un afio 180 unidades
con las siguientes caracteristicas:

57 tenian transmision mecdanica.

77 tenfan aire acondicionado.

45 tenfan transmision mecanica y aire acondicionado.

10 tenfan transmisién mecanica, pero no tenian aire acondi-
cionado ni equipo de musica.

28 tenian transmisién mecénica v aire acondicionado, pero
no tenian equipo de miisica.

90 no tenian ninguna de las tres caracteristicas mencionadas.
19 tenfan aire acondicionado y equipo de miisica.

¢Cudntas de eslas unidades tenian equipo de musica?
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SONC| PTOS FUNDAMENTALES DEL ALGEBR A

. 1 ] 1 Sistema de nimeros reales

UMEROS: ENTEROS, RACIONALES E IRRACIONALES

scordemos que el con junto de ndmeros naturales, o enteros positivos, se compone de
N=~Hy2.3,4,.. .}

¥

== un subconjunto del conjunto de los enteros:

Ze=don =322, -1,0,1,2.3,.. . of
conjunto Z incluye tanto los enteros positivos como los negativos y el nimero cero, el

# 10 €s ni negativo ni positivo. A su vez, el conjunto de enteros es un subconjunto del
Aunto de niimeros racionales;

b= {31 P Y g son enteros, g # 0}
q

njunto Q estd compuesto de todos los cocientes de dos enteros, siempre que el denomi-
O N0 sea un cero; por ejemplo,

-1 17 10 6
5 3

de advertencia: el cociente a/b es indefinido si & = 0. Por ejemplo, 8/0 y 0/0 son
dos.

b
El conjunto de niimeros racionales no es suficiente para solucionar ciertos problemas
sentales algebraicos y geométricos. Por ejemplo, no hay un nimero racional p/g para el

ey -

Sase problema 79). Asi, no podemos utilizar nimeros racionales para describir la lon-
& de la diagonal de un cuadrado unitario (véase figura 1). Mediante el teorema de
20ras sabemos que la longitud de la diagonal d debe cumplir

a5 (1) (1P
s = 2
-"‘:'u 08 d=\V?2

0s d “la raiz cuadrada de 2”. Como lo acabamos de indicar, V2 no es un nimero
- Pertenece al conjunto de niimeros irracionales, es decir, el conjunto de niimeros
0 pueden expresarse como cociente de dos enteros. Otros ejemplos de nimeros irracio-

=s son 7, —V3y V54

FIGURA 1
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Si llamamos H al conjunto de niimeros irracionales, entonces el conjunto de niimeros
reales R puede describirse como la unién de dos conjuntos disjuntos:

R=QUH

También debemos anotar que el conjunto de nimeros reales R puede describirse como la
unién de 3 conjuntos disjuntos:
R=R U{0}UR"
donde R~ es el conjunto de nimeros reales negativos y R es el conjunto de nimeros reales
positivos. Los elementos del conjunto
[O}URT

se llaman nimeros reales no negativos.

DECIMALES
Todo niimero real puede expresarse en forma decimal. Por ejemplo,
1=0.25
3 = 3.571428571428. . .
3233330 . -
m = 3.14159263. . .
M2 =141421356. . .
Se dice que niimeros como 0.25 y 1.6 son decimales finitos, en tanto que némeros como:
serepite se repite
1323232. .. y 3.571428 571428. .

se llaman decimales periodicos o recurrentes. Un decimal periddico como 1.323232...

con frecuencia se escribe 1.32, donde la barra indica el niimero o ndmeros que se repiten. |
Puede demostrarse que cada nimero racional posee una representacion decimal o periédica
o finita. Y viceversa, todo decimal periédico o finito es un niimero racional. Tambi€n es un
hecho basico que todo niimero decimal es un nimero real. Tenemos, entonces, que el con-
junto de nimeros irracionales estd compuesto por todos los decimales que no son ni finitos

ni periddicos. Asi, my V2 tienen representaciones decimales no periédicas y no finitas.

PORCENTAJE |

Los fraccionarios o decimales algunas veces se expresan como porcentajes; por ejemplo,
8% quiere decir 8/100 6 0.08. En general, b% significa “b partes de 1007, y es, simplemen-
te, otra manera de escribir b/100. Por ejemplo, 42% significa 42/100; entonces, 42% =
0.42. De igual manera, 0.005% = 0.005/100 = 0.00005.

Una forma simple de convertir un niimero decimal a porcentaje es multiplicar el deci-
mal por 1 escrito en forma de 100%. Por ejemplo,

0.35 =035 x 1 =0.35 X 100% = 35%

De igual manera, 0.001 = 0.001 X 100% = 0.1%

Los porcentajes se utilizan con frecuencia para describir los incrementos o reducciones
en cantidades como poblacién, salarios y precios. Cuando una cantidad aumenta, el por-
centaje de incremento se da por
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cantidad de aumento

X 100% 1)
cantidad original

% igual forma, cuando una cantidad disminuye, el porcentaje de decrecimiento es dado

cantidad de decrecimiento

X 100% (2)
cantidad original

JEMPLO 2

blacion de un pequeiio pueblo disminuyé de 1,750 a 1,700 habitantes. (Cudl es el
ntaje de decrecimiento?

ion. La cantidad de decrecimiento es 1,750 — 1,700 = 50 y la cantidad original es
. Utilizando el paso (2), encontramos que

50
1750 ~ 0.0285714 = 0.0285714 X 100% =~ 2.86%

g0, el porcentaje de decrecimiento es de aproximadamente 2.86%

ANotemos que en el ejemplo 2 utilizamos el simbolo =~ en lugar del signo igual para
Sicar que el ndmero es sélo una aproximacién.

PLO 3

ario por hora de trabajo de un estudiante se elevd de US$5.25 délares a US$5.75.
es el porcentaje de incremento?

i6n. El monto del incremento es US$5.75 — US$5.25 = US$0.50 y la cantidad
al es de US$5.25. A partir del paso (1) tenemos que el porcentaje de incremento es
US$0.50

0.0952381 = 0.0952381 x 100% = 9.52%
US$5.25

uil es el precio de oferta de una balén de voleibol si el precio normal es de US$28.60 y
¥ 25% de descuento?

ucion. Debido a que se ofrece 25% de descuento, el precio de oferta serd de 75% del
=cio normal, o

(0.75) (US$28.60) = US$21.45

 forma alternativa, podemos calcular 25% de descuento y restarlo al precio normal asf;

US$28.60 — (0.25) (US$28.60) = US$28.60 — US$7.15
= US$21.45
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SISTEMA DE NUMEROS REALES

El conjunto de nimeros reales R junto con las operaciones de la adicion y la multiplicacion
se [lama sistema de nimeros reales. Las reglas basicas del algebra para este sistema nos
permiten expresar hechos matematicos en formas simples y concisas, y resolver ecuaciones
para encontrar respuestas a preguntas matematicas. Las propiedades basicas del sistema de
nimeros reales con respecto a las operaciones de la adicion y la multiplicacion estdn en una
lista en el siguiente recuadro, donde a, b y ¢ representan ntimeros reales.

EJEMPLO 5

Formule una propiedad algebraica bdsica del sistema de niimeros reales para justificar cada
uno de los siguientes enunciados, donde x, y y z representan nimeros reales.

(@ B3+5+2=3+(5+2 _
(b) (6 + 8)y = (6 + 8) J
(&) (et 3y+2=0p+3y +2

d) x+y 1l=x+y

) x+2+[-(x+2]1=0

6 G+ /p+2)]=1,siy+z#0 i

Solucién

(a) Propiedad asociativa de la adici6n
(b) Propiedad conmutativa de la multiplicacién
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(e) Propiedad distributiva (ii)

(d) Propiedad de identidad de la multiplicacién
{e) Propiedad del inverso de la adicién
{f) Propiedad del inverso de la multiplicacién.

o

~ Laley distributiva puede extenderse para incluir m4s de dos ndmeros en la suma. Por
gjemplo,

ab+c+d) =ab+ ac+ ad

(a+tb+c+de=ae+ be+ ce+ de

Muchas propiedades adicionales de los nimeros reales pueden derivarse de las propie-
dades basicas. Las siguientes propiedades también se utilizaran a lo largo de este texto.

7. Ley cancelativa o anulativa
(i) Sia+c=b+ ¢, entonces g = b
(ii) Siac = bey ¢ # 0, entonces a = b
8. Ley de la multiplicacién por cero
iHa-0=0-a=0
(i) Sia+b =0, cntonces a = 06 b = 0 ( 0 ambas)

Por ejemplo, six + y = 8 + y, entonces podemos concluir a partir de la ley cancelativa
Dquex=8.Ysi2x= 2y, entonces, a partir de la ley cancelativa (ii) tenemos quex = y.
- Lapropiedad de la multiplicaci6n por cero (ii) es de extrema importancia en la solucién
E ecuaciones. Por ejemplo, si x(x + 1) =0, entoncesx =06x+ 1 = 0.

Es posible definir las operaciones de la sustraccién y la divisién en términos de la
adicion y de la multiplicacién, respectivamente.

DEFINICION 1+

Para los ndmeros reales g y b, la diferencia, a — b, se define como
a—h=a+ (=h)

Si b # 0, entonces cl cociente, @ +~ b se define como
b=al3) =5
a~b=al—)=—
b b

En el cociente a/b, a se llama numerador y b denominador. Con frecuencia, el co-
siente de dos nimeros reales a/b se llama fraccion. Noétese que a + b 0 a/b no es definida
ab = 0. Entonces, a/0 no es definida para ningtin nimero real . Como lo demuestra el
nte ejemplo, no todas las propiedades que funcionan para la adicién y la multiplica-
son validas para la sustraccién y la divisién.

EJEMPLO 6
Sitenemos que | — (2 —3) =2y (1 —2) — 3 = —4, observamos que

1-Q2-3)+1-2-3

Entonces, la sustraccin no es asociativa.
| :
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Ahora, hagamos una lista de las propiedades importantes de la sustraccidn, relaciona-
das con negativos y fraccionarios, con los cuales usted puede estar ya familiarizado.
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EMPLO 7

tiie cada una de las siguientes expresiones:

—)(—y) =xy
_'(‘ﬂ) iy o

v

1.3 _e+@e) 17

4 5 (4)(5) 20
Entonces, tenemos que

y y y 20 20y

1/4+3/5 1720 1 17 17

0
—=z:0=0
5

-a expresion w/[2 — (5 — 3)] es indefinida, porque su denominador es cero:

25— 3 =2 —-2=0

pta de advertencia: en la solucion del ejemplo 7(¢), un error comin es cancelar las
<ras v en

H v

v

%o se puede realizar ninguna cancelacién debido a que v no es factor tanto del numerador
omo del denominador como lo requiere la ley cancelativa (ii).




10

EJERCICIO 1.1

ALGEBRA Y TRIGONOMETRIA

En los problemas 1 al 4, haga la lista de los elementos del
conjunto dado.

1. {xx=6n-1, ne N}
2. {xxe N}nPxxe N}

3. {da=3b, b=3/7,1/3}
4. {t=m/q, m=-13, g=—1/3,2}

En los problemas 5 al 8, utilice 1a notacién de conjuntos para
expresar el conjunto dado.

5. El conjunto de los enteros impares

6. El conjunto de los nimeros pares primos

7. El conjunto de los enteros no negativos

8. El conjunto de los niimeros reales cuyo cuadrado es 25

Determine en cada caso si las afirmaciones son falsas o ver-
daderas y justifique su respuesta,
9. 23esunclementode Z.
10. -13esunelementode 0.
11. V7 esunelemento de R.
12. /5 esun nimero racional.
13. 3.46666... es un nimero irracional. ____
14. 2.9 esun ntimero racional.
15. 0.131313... es un namero racional. ____
16. @/b, para cualquicra y b enteros es unnimeroracional.
17. -6 es un elemento de Z, pefo noesunelementode N.
18. 7 es un elemento de R, perono esun elementode Q.
19. Todo nimero irracional es un ndmero real.
20. Todo ndmero entero es un ndmero racional.
21. Existen nimeros decimales que no sonreales.
22. Hay numeros reales que son racionales e irracionales.
23. Todo porcentaje puede expresarse como decimal. __
24, Todo nimero racional tiene una expresion decimal.

25. Existe un numero decimal que no puede expresarse como
cociente de dos nimeros enteros.

26. Todo porcentaje es un numero real.

Exprese en forma de fraccion los signientes nameros deci-
males:

27. 07 28, 0123
29. 0.321 30. 0.875
31. 0.325 32. 0521
33. 0235 34, 0.38

En los problemas 35 al 38, encuentre la expresion decimal de
cada uno de los niimeros.
35. 45%

37. 128%

36. 7.8%
38. 0.00003%

En los problemas 39 al 42, exprese como porcentaje cada uno
de los decimales.

39. 3205 40. 0.87

41. 0.6412 42, 0.929

43. Si el reciproco del niimero real (2 — 4) cs 1/5, determine el
opuesto aditivo dea + 1.

44. Elcosto de un computador disminuyé de US$1,500 a US$930,
{Cudl es el porcentaje de decrecimiento?

45, (Cudl es el costo final de un articulo que estd en lista a L

dolares después de dar 5% de descuento y de aplicarle 6% de

impuesto a las ventas? (Nétese que el precio de lista no au-

menta en 1%).

El costo de un libro de estadistica aumentd de US$30 a

US$38. i.Cual es ¢l porcentaje de incremento?

Un auto originalmente costaba US$12,000. Un ano mas

tarde costaba US$10,200. {Cudl es el porcentaje de de-

preciacion?

El precio de lista de un auto es de US87,000; después de ha-

ber sido reducido su costo en 3%, {cudl es el nuevo precio?

49. Una tienda de audio anunciaba una unidad de disco com-
pacto con 10% de descuento para un ahorro de US$30.00;
mis tarde se vendié la unidad a 30% del precio original.
Halle el precio original, el precio de venta y el monto del
descuento final.

50. El salario de un profesor de universidad es 1JS$40,000. Des-
pués de aumentarle 6%, {cudl es su nuevo salario?

46

47

48

Formule una propiedad basica del sistema de nimeros reales
para justificar cada uno de los enunciados dados en los pro-
blemas 51 al 66.

51. (a+b)+d4=(b+a)+4

52. (1/8)8=1

53. [(5X6)2)=[6(5)2)

54. 2/3+(-2/3)=0

55, (x+7)+r=m+(x+7)

56, 1/4+(-1/4)=0

57. (a—b)+[-(a-b)]=0

58, x(y+0)+z=xy+z

59. (x—yXl/x-y)=lx=y

60. 1(y2)=v2

61. B+[-S5XU+4=3+(-5}+4
62. (1/5X5)=1

63. [w+3Rk=2w+3))

64, (1+2)-3)=1(=3)+2(-3)

65. (3+4X5+2)=(3+45+(3+4R
66. (—13+2)X2)+7=[z+(-13)J2)+7

o,
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Enuncie una de las propiedades derivadas (propiedades 7 a
17) del sistema de niimeros reales para justificar cada uno de
los enunciados dados en los problemas 67 al 73.

67. Si (x+2)3)=4(3), entonces x+2=4
68. (-5)-x)=5x

69. Si z*=0,entoncesz=0

70. (-17)=17

L. (a+b+c)0=0
72

Si(t+1)t—2)=0,entoncest +1=0 6¢t-2=10
i
(az + 1)

Seanx,y,z nimeros reales yx +z =y + z; pruebe quex = y.

Sean k, y, z nimeros reales,y + z = k + z; pruebe que y =k,

Sean a, b, ¢, nimeros reales, ac = bey ¢ # 0; muestre que

a=h.

Responda falso o verdadero:

(a) Sic=0,entonces(a+b)+c=(a+c)+(b+c).
(M) Siax0, bx0ya+b=0,

entonces c+(a+b)=(c+a)+(c+b) ___
Demuestre mediante un ejemplo que la sustraccién en R (nd-
meros reales) no es una operacién conmutativa,
Demuestre que /2 no puede expresarse como cociente de
enteros. '
[Sugerencia: suponga que hay un fraccionario (p/q) reduci-
do a su minima expresién tal que (p/q) = 2. Esto simplifica
a p* =24, lo cual implica que p?, en consecuencia p s un
entero par, es decir p =2r. Haga esta sustitucién y conside-
re que (2r/q) = 2. Debe llegar a la contradicci6n del hecho
de que p/g fue reducida a la minima expresion].
Demuestre mediante un ejemplo que la divisién en el con-
junto de nimeros reales diferentes de cero no es conmutativa,
Demuestre mediante un ejemplo que la divisién en el con-
junto de nimeros reales diferentes de cero no es asociativa,

los problemas 82 a 86, halle la expresién dada.
~(-1)3-8]
(k)
-km

[(21)0)y)]
(V5-7)
6(5+5)
12b :
(V2 -v2)u+v-9)
. Seanx, y niimeros reales distintos de 0, muestre que
@ ()" =y ) () =5 © /) =y/x
El papiro Rhind (alrededor de 1700 a. de C.) indica que los
egipcios utilizaron (16/9)? como valor de 7.

89,

90.

91.

92.

(a) (Esla aproximacién mayor o menor que x?
(b) Demuestre que el error al utilizar esta aproximacién es
menor que 1% de .

¢Es el producto de dos niimeros irracionales necesariamente
irracional? Explique.

Algunas claves secretas funcionan desplazando o corriendo
letras del alfabeto. La Figura 2 muestra un desplazamiento
en dos de ellas. Cada letra del mensaje puede ser trasladada
por una cantidad diferente. Este esquema de codificacién
puede representarse por los digitos en un nimero decimal,
Por ejemplo, el nimero decimal 0.12121212... codifica el
mensaje ESTUDIE MATEMATICA en FUUWEKF
OBVFOBVIJEBU. Si utiliza 9/37 produce el mensaje codifi-
cado RMWCKRTEYV XMYG, entonces, {cudl fue el mensa-
je original?

FIGURA 2

Utilizando el hecho de que la circunferencia de un circulo es
7 veces el didmetro, determine qué valor de 7 se implica a
partir del siguiente pasaje biblico: “Hizo el mar de fundicién:
Tenia diez codos de borde a borde, del todo circular y cinco
codos de altura. Un cordén de treinta codos lo cefifa todo en
derredor”. (Tomado de II Cronicas 4:2 y I Reyes 7:23, que
datan del siglo X a. de C.)

¢Es el cociente de dos niimeros irracionales necesariamente
irracional? Explique.
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1 ] 2 Recta de numeros reales

Para dos nimeros reales distintos @ y b, siempre hay un tercer nimero real entre ellos; por
ejemplo, su promedio (a + 5)/2 es el punto medio entre ellos. De igual manera, para dos
puntos distintos A y B en una recta, hay siempre un tercer punto entre ellos; por ejemplo, el
punto medio M del segmento de recta AB. Hay muchas similaridades como ésta entre el
conjunto de niimeros reales y el conjunto de puntos en una recta que indican el uso de una
recta para “describir” el conjunto de los nimeros reales. Esto puede hacerse como se explica
a continuacion.

RECTA DE NUMEROS REALES

Dada cualquier recta, escogemos un punto sobre ella para representar el nimero 0. Este
punto, en particular, se llama origen. Si ahora seleccionamos un segmento de recta de
longitud unitaria, como lo muestra la figura 3, cada némero real positivo x puede represen-
tarse por un punto a una distancia x a la derecha del origen. De igual forma, cada nimero
real negativo —x puede representarse con un punto a una distancia x hacia la izquierda del
origen. Esta asociacion produce una correspondencia uno a uno entre el conjunto de nime-
ros reales y el conjunto de puntos en una recta, llamada recta de nimeros reales, recta
numérica o recta coordenada. Para cualquier punto P dado en la recta numérica, el mime-
1o p, que corresponde a este punto se llama coordenada de P.

; En general, no diferenciaremos entre un punto sobre la recta numérica y su coordena-
da. Asi, por ejemplo, algunas veces nos referiremos al punto en la recta de nimeros reales
con coordenada 5 como “el punto 57.

MENOR QUE Y MAYOR QUE

Dos niimeros reales a y b, a F b, pueden compararse mediante la relacion de orden menor
que, representada por el simbolo <. Decimos que

a es menor que b si y sélo si b — a es positivo.

Si a es menor que b, escribimos a < b.
De forma equivalente, podemos decir que b es mayor que a y escribir b > a. Por
ejemplo, —7 < 5, yaque 5 — (—7) = 12 es positivo. Podemos escribir también 5 > —7.
La recta de nimeros reales es atil para demostrar la relacién de orden menor que.
Geométricamente, a < b significa que el punto que corresponde a ¢ en la recta numérica se
halla a la izquierda del punto que corresponde a b (véase figura 4).

EJEMPLO 1
22

Utilizando 1a relacién de orden mayor que, compare los nimeros reales ™y 5.

Solucion. De w = 3.1415... y % = 3.1428..., encontramos que
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¥ —m=(3.1428 .. .)—(3.1415 . . .)
=0.001 . ..
?Debido a que la diferencia es positiva, concluimos que

2 >

Dos relaciones adicionales de orden son importantes:
1, @ es menor o igual a b, dado por

Il
o>

a=bsiysdlosia<bou

2. a es mayor o igual a b, dado por
4 a=bhsiysdlosia>=boa=»h

Porejemplo, yaque 2 = V4, podemos escribir 2 = /4 6 2 = \/4. También podemos
decirque 4 =9, yaque 4 < 9,

'DESIGUALDADES

Las relacionesa < b, a> b, a = b, y a = b se llaman desigualdades y los simbolos <,

=, = y = son simbolos de desigualdad. Si b = 0, entonces » no es negativo; entonces,
decimos que b es no negativo. De igual forma, si b = 0, decimos que b es no positivo.
La relacion de orden menor que posee las siguientes propiedades:

Por ejemplo, si x << 12y 12 < y, concluimos de la propiedad transitiva que x < y.

VALOR ABSOLUTO

También podemos utilizar la recta de nimeros reales para presentar la distancia.

Como lo muestra la figura 5, la distancia desde el punto 3 hasta el origen es de 3
unidades y la distancia desde el punto —3 hasta el origen es de 3, 6 —(—3), unidades. De
nuestra discusién sobre la recta numérica resulta que, en general, la distancia de cualquier
niimero al origen es el “valor sin signo” de ese nimero.

De forma més precisa, como lo muestra la figura 6, para cualquier niimero real positivo
x, la distancia del punto x al origen es x, pero para cualquier nimero negativo y la di stanc/ifé
del punto y al origen es —y. Por supuesto, para x = 0 la distancia al origen es 0. El concepto
de distancia de un punto en la recta numérica al origen es descrito por el valor absoluto.

13

-3-2-1 0 1 2 3
FIGURA 5
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DEFINICION 2

Para cualguier nimero rcal g, el valor absoluto de a denotado por lal es

1 { a, sia=0
al =
—a, sia<0

EJEMPLO 2

Siendo 3 y /2 niimeros positivos,
B=3 y [V2I=V2

Pero debido a que 3y — V2 son ntimeros negativos,

-3|=—(-3=3 y |[-V2=-(-V2=V2

EJEMPLO 3

@ [2-2/=10|=0
() |2 =51 = |-3| = —(—3) =3
(O PIEEESE= 2 — [—(—5]]=2—5= =3

EJEMPLO 4
Halle [V2 — 3|.

Solucion. p,r, hallar V2 — 31, debemos primero determinar si (V2 — 3)es positivo o
negativo. Ya que V2 = 1.4, vemos que (V2 — 3) es un niimero negativo. Asf,

VZ—3l=-(V2=-3)=-V2+3
=3-V2

Nota de advertencia: es un error comiin pensar que —y representa un nimero negativo
porque el simbolo y va precedido de un signo menos. Enfatizamos que si y representa un
niimero negativo, entonces —y €s un nimero positivo. En consecuencia, si y es negativo,
entonces Iyl = —y.

EJEMPLO 5

Halle lx — 6lsi@ x> 6, (B x =6y () x <6

Solucion

(a) Six > 6, entonces x — 6 es positivo. Luego, de 1a definicién de valor absoluto conclui-
mos que lx — 6l = x — 6.

(b) Si x = 6, entonces x — 6 = 0; luego, lx — 6l = 10l = 0.

(¢) Six < 6, entonces x — 6 es negativo y tenemos que Ix — 61 = —(x — 6) =6 — x

Para cualquier niimero real x y su negativo, —x, la distancia al origen es la misma. Es
decir Ixl = |—x|. Esta es una de las propiedades especiales del valor absoluto, las
cuales describimos en el siguiente cuadro. ’
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Propiedades del valor absoluto
@ x=0
(i) x| =0siysélosix =0
(i) |x| = |—x]
() [oy| = [x] b
) |£’ il e
yIoobl

Definir estas propiedades con palabras es una forma de aumentar su comprension de
as. Por ejemplo, 1a propiedad (i) dice que el valor absoluto de una cantidad es siempre no
egativa. La propiedad (iv) dice que el valor absoluto de un producto es igual al producto de
ldos valores absolutos de los dos factores.

Otra propiedad importante del valor absoluto es la desigualdad triangular,

ja + b] = |a| + [5]

DISTANCIA ENTRE PUNTOS

£l concepto de valor absoluto no sélo describe la distancia de un punto al origen; también es
8til para hallar la distancia entre dos puntos en la recta numérica. Debido a que deseamos

describir la distancia como una cantidad positiva, restamos una coordenada de la otra ¥
ego sacamos el valor absoluto de la diferencia.

DEFINICION 3

‘Siay bson dos puntos en la recta numeérica, la distancia de ¢ a b cs

dla, b) = |b — a| dia, b) = |b — al
a b
e 2 figura 7). FIGURA 7

EJEMPLO 6
a) La distancia de —5 a 2 es
d=5,2) = 2= (=95 =7
) La distancia de 3 a V2 es
d3, V2)=V2-3=3-V2

Vemos que la distanciade a a b es la misma que la distanciade b a a, yaque mediante la
mopiedad (iii)

L

dla, by=1|b—al=|-(b—a)=|a— bl =db, a
d(a, b) = d(b, a)
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COORDENADA DEL PUNTO MEDIO

La definicién 3 puede utilizarse para hallar una expresion para el punto medio de un
segmento de recta. (Véase problema 98).
El punto medio m de un segmento de recta que une aa y b es el promedio de los

dos extremos:
d(a, m) = d(m, b)

athb
2

3

m=

A partir de (3), el punto medio del segmento de rectaque une los puntos Sy —2 es

2= 3
2 2

El segmento de recta que une a a y b tiene punto medio m = 4. Siladistanciade ¢ a b es de

Solucion. comg observamos en la figura 10, ya que m es el punto medio,

a m b
FIGURA 8 (Vedse figura §).
EJEMPLO 7
d(-2.3) =1=4dd.5)
-2 5
FIGURA 9 (Véase figura 9).
EJEMPLO 8
7, halle a y b.
[ [
; m=4 b
L% ? —
FIGURA 10

EJERCICIO 1.2

[ =d(a, m) = d(m, b)

Entonces, 2/ = 7 6 | = %. Ahora tenemos que

1=

1
z

=

[t

a=4 -
b=4+

bol
I
w5

1. Dibuje una recta numérica y localice en ella los siguientes
puntos:
0,-1/3,1,-3/2,-2,2.6,1/2, 4

En los problemas 2 al 9, escriba la proposicién como una
desigualdad.
2. tesnegativo
3. x + yes no negativo
4. w es positivo
5. @ es menor que —4
6. |t-1| es menor que 60
7. k es mayor o igual a 100
8. |s +4| es mayor o igual que 7
9, ¢-1 esmenoro igual que 5

10. Dibuje una recta numérica y localice en ella los siguientes
puntos:

0: 1.1_15 ij_3)_ﬁ+1

En los problemas 11 al 16, compare las parejas de ndimeros
utilizando la relaciéon de orden “menor que”.

11. 9,0 12. 7, 3.14
13. 1.732,J3 14. 15,-3
15. 4/3,1.33 16. -7/15,-5/12

En los problemas 17 al 22, compare las parejas de niimeros
utilizando la relacién de orden “mayor o igual que”.

17. 0.333,1/3
18. a, b siendo a un natural y b entero no positivo.
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19. -1/7,-0.143
21. V2 ,1414

20. 3.333,10/3
22. 2,7

En los problemas 23 al 44, halle el valor absoluto.

23. g 24. |-12

25. [15/7] 26. |-15/7|
27. |V3| 28. |-V5|
29. 0.13 30. |n—4
31. [15 32. 6-2
33. 2-4 34. |4-7|
3s. [12-61 36. [V7-4
37. |V5-4 38. [6.28 27
39. |-(v7-8)| 40. |r/2-1.57
41. |V17-4123 42. V7-9§
43. 5 -23| 44. |-6-|-2|

En los problemas 45 al 56, escriba la expresion sin utilizar
los simbolos del valor absoluto.

45. |u|,siuesnonegativo  46. [5-x|,six <5
47. |x-2),six>2 48. |l1-y|,siy>11
49. [x—y|—|y—x 50. ||, sites negativo
- 1
51. M,m#p 52. U,f#[]
lp—m i
53. |p-3,sip=3 54. [2x-y|,x eslamitad dey
2
35. Pa-b|,3a <b 56. |_|—:I| w#0
57. (Para qué valores de x es verdad que x=|x|?
|
58. Utilice la definicién 2 para probar que |x/y| =% para cual-
Y

quier nimero real x , y cualquier niimero realy diferente de cero.

59,
60.

{Para qué valores de x es verdad que x <|x|?
Utilice la definicién 2 para probar que |xy|=|x||y| para cual-
quier nimero realx, y.

En los problemas 61 al 67, responda falso o verdadero para
cualquier nimero real a, m, £ w, x.

61. Sim <ty t<w,entoncesm <w
62. —fa|<lo 63. [ai-|a| =la, a%0
a
64. —ja|<a 65. |q>-1
66. —a<a 67. x<lx
68. Sean x, y niimeros reales; pruebe que [x + y| <[x| +|y|

En los problemas 69 al 76, (a) halle la distancia enire los
puntos dados y (b) halle la coordenada del punto medio del
segmento de recta que une los puntos dados.

69. -5,-8 70. -1/4,7/4
B1. 7.-52 72. 5/2,-512
73. 04,09 74. 2,6
75. -100,230 76. 7,1
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En los problemas 77 al 84, mes el punto medio del segmento
de recta que une a 7 (el punto final a la izquierda) y & (el
punto final de Ia derecha). Utilice las condiciones dadas para
hallar los valores indicados.

71. m=5,d(a,m)=%a.b 78. m=-2,d(m,b)=3;a,b

79. b=-3,d(a,b)= J2 :a,m 80. a =4,d(a,m) = 7;b,m

81. m= V2 ,d{@,b)=Lab 82. b=-32d(a b)=1/2;a,m
83. a =12,d(b,m)=6;b.m 84 b=-5,d(a,b)= V3;a,m
85. Halle la distancia entre los puntes cuyas coordenadas son:

(=5)y (6)-
86. Sean P (x) y P,(x,) los puntos exiremos de un segmento de
recta. Pruebe que la coordenadax ée un punto p que divide a
+
pp,en r=%esx=—xll+’:2
En los problemas 87 al 93, determine cuil propesicion de Ia
ley de la tricotomia (a < b, b < 2 6 2 = b) se cumple para las
siguientes parejas de niimeros a, &
87. V3,17 88. (20)(20), 400

89. |-12, 12 90. 7,3.14

91. v2-2,0 92. 2/9,02

93. 7/11, 0.636363...

94. (En qué condiciones se cumple la igualdad en la desigualdad
triangular, es decir, cudndo es verdad que |a+b|=|a+ b ?
Greg, Tricia, Ethan y Natalie viven en la calle real. Tricia vive
a una milla de donde vive Greg, y Ethan vive a una willa y
media de donde vive Tiicia. Natalie vive a medio camino en-
tre Ethan y Tricia, équé tan lejos vive Natalie de Greg? [Suge-
rencia: hay dos soluciones].

Utilice la desigualdad triangular para probar que
|a = b| > |a| —|b| [Sugerencia: a= (a-b)+b].

Una compaifia que poseia una planta manufacturera cerca
de un rio compré dos plantas manufactureras adicionales, una
a x millas rio arriba y la otra a y millas rio abajo. Ahora la
compania desea construir una planta procesadora ubicada de
tal manera que la distancia total para el embarque desde la
planta procesadora hasta las tres plantas manufactureras sea
minima. Utilice la desigualdad triangular para demostrar que
la planta procesadora debe construirse en el mismo sitio de
la primera planta manufacturera. [Sugerencia: piense que las
plantas estén situadas en 0,x, y -y en la recta numérica (véase
figura 11). Utilizando valores absolutos, halle una expresién
para la distancia total de embarque si la planta procesadora
se coloca en el punto dJ.

,r=—1

95.

96

97.

Planta
original
Planta Planta Planta
adicional procesadora adicional
= T :
FIGURA 11

98. Seana, b los extremos de un segmento de recta, con m punto
b

medio, pruebe que: m = %
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1 l3 Exponentes enteros

EXPONENTES

Creemos que es mas conveniente escribir una suma repetida x + x -+ x + x de forma 4x. De
igual forma, podemos escribir el producto repetido x - x - x de manera més efectiva, utili-
zando exponentes. En particular x - x - x = x°. En general, para cualquier nimero real x y
para cualquier entero positivo #, el simbolo x”, que se lee como “x a la enésima potencia”,
representa el producto de n factores de x. Asi,

n factores
Y, RS T
A =X*X i o

para cualquier entero positivo n. En la expresion x”, n se denomina exponente 6 potencia de
x y x se denomina base. Por ejemplo,

532=5.5=25
y - y=y-yy

También, para cualquier entero positivo n, definimos

Entonces, por ejemplo,

(—L)_4— Lovay o b w s v
H 10 i S .1 y

Finalmente, para cualquier base x diferente de cero, definimos
P =1
(Véase problema 89 para obtener la razén fundamental de esta definicion). Entonces,
W=1 y ((V2+V3P=1

Notemos que 0° es indefinido.

Nota de advertencia: es importante reconocer la diferencia entre 5% y (5x)*. Los parén-
tesis indican que el exponente 3 se aplica a 5x y no s6lo a x. En otras palabras,

S=5-xxx y (x)F=5x 5 5x=125
De igual forma.

=gt=1@-3:3:8)=—81 'y (=3 =(=I-N-3-3)= 81
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EYES DE LOS EXPONENTES

Se han establecido varias reglas para combinar potencias, llamadas leyes de los exponen-
tes. Como ejemplo simple, consideremos el producto 3% - 3%, Al contar los factores obser-
108 que

2 factores 4 factores 6 factores
32-342(3-3)(3-3-3_-3)=3-3-3-3-3-3
= 36 = 32+4
es decir 32 3% = 324

En general, si x es cualquier niimero y m y # son enteros positivos, entonces,

l'mx"=X'X"‘x'X‘X"'X: X x'orx = xUtn

m factores n factores m + n factores

1ando tanto m como n son negativos, los factores se cuentan de la misma forma, aunque

m factores

T e

T R
x? X ey

—

g factores

Después de que todos los factores posibles han sido cancelados, bien quedan en el numera-
T m — g factores 0 ¢ — m factores en el denominador. En el primer caso,

XM = T T =g =

en el segundo caso,

Myt = "y 9 = = x_(‘!_’.”) L x””'”

xq—m
T un argumento similar, puede verificarse que X"x" = x”*" si m es negativo y n = 0.

Esta y otras férmulas que involucran a los exponentes estdn en la lista a continuacién:
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Al formular estas leyes, cada vez que x 0 y se dan en el denominador o con un exponen-
te negativo, x o y deben ser diferentes de cero.
En los siguientes ejemplos ilustramos cada una de las leyes de Jos exponentes.

EJEMPLO 1

v

(a) a5a4 — l1151—4- =N a

(b) (ba)—z s b3(—2) = b_6 o

:

(€ (3x)* =3%*=8lIx*

it

4 4—5 vS }_,5
s g Spenic 1 IIRINE, bl L I

Las leyes de los exponentes son itiles para simplificar expresiones algebraicas, como
veremos en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2

(—6xy%)°
&5
Solucién. Mediante las leyes de los exponentes tenemos que
(—6xy2}3 (_6}3}(3()’2)3
o &P

_216x%°

2y
= —216x>72073
= —216xy
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NOTACION CIENTIFICA

~ Los exponentes enteros con frecuencia se utilizan paraescribir nimeros muy grandes o muy
pequerios de una forma conveniente.

Cualquier niimero real positivo puede escribirse en la forma

a % 10"

donde 1 = g < 10 y n es un entero. Decimos que un nlimero escrito asi estd en notacién
cientifica. Por ejemplo,

1,000,000 = 1 x 10°

0.0000000537 = 5.37 x 107®

La notacién cientifica es més atil en quimica y fisica, donde ocurren con frecuencia
Eros como

92,900,000 = 9.29 x 107
0.000000000251 = 2.51 x 1071

s nimeros son la distancia promedio de la Tierra al Sol expresada en millas y el prome-
de vida de una particula lambda en segundos, respectivamente. Los niimeros como éstos
tamente son més fécil de escribir y de recordar cuando se dan en notacién cientifica.
ds, las expresiones que contienen nimeros que estin escritos en notacién cientifica
m simplificados mas facilmente. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo.

MPLO 3

Halle el valor de

(4000)*(1,000,000)
(20,000,000)°

Solucion. Escribimos los nimeros en notacién cientifica y luego utilizamos las leyes ex-
onenciales para simplificar la expresién;

(4000)*(1,000,000) (4 x 10*3*(1 x 10% _(@H(10%°10°
(20,000,000)° (2 x 107)° C 250107
64(10°)(10%
32(10%)
2 x 102° = 0.00000000000000000002

La mayoria de las calculadoras convierten automaticamente un niimero en notacion
sentifica cuando éste es muy grande o muy pequeiio como para ser expresado en forma
ecimal. Por ejemplo, el nimero 1.234 X 10'° requiere 16 digitos para su forma decimal
=10, ya que pocas calculadoras pueden expresar mas de 10 digitos, el signo de multiplica-
0n y la base 10 no se muestran. Entonces, el nimero

1.234 x 10%°

L.23Yy 15

21
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y el nimero
4,02 x 10712

se expresa asi

4.02 =

En muchas calculadoras es posible utilizar la notacién cientifica cuando se ingresa un
nimero. Consulte el manual de su calculadora para mayores detalles.

DIGITOS SIGNIFICATIVOS

La mayorfa de las aplicaciones de las matematicas en el mundo real incluyen medidas que

estdn sujetas a error y, en consecuencia, se consideran aproximaciones. Podemos describir

la exactitud de una aproximacion estableciendo cudntos digitos significativos tiene.
Supongamos que el resultado de una medida se exprese en notacidn cientifica

x=a X 10", donde 1 =a< 10

y se sabe que los digitos en a son exactos (excepto, posiblemente, el dltimo digito, el cual
puede ser aproximado si el nimero fue redondeado). Si a contiene & lugares decimales (es
decir, k digitos a la derecha del punto decimal), entonces se dice que x tiene k + 1 digitos
significativos. Seglin esta convencidn,
2.0285 x 10%°
tiene cinco digitos significativos y
9.30 x 107

tiene tres digitos significativos,

EJEMPLO 4

Un afo luz es la distancia recorrida por la luz en un afio de la Tierra (365.25 dias). La
velocidad de la luz es 3.00 X 10° kilémetros por segundo (exacto para tres digitos significa-
tivos). Halle la distancia de un ano luz en kilémetros.

Solucion. Para determinar la distancia de un afio luz en kilémetros multiplicamos la velo-
cidad de la luz en Kilémetros por segundo por el ndmero de segundos en un afo de la Tierra.
Primero hacemos la conversion de un aiio de la Tierra a segundos:

horz inutos segundos
i it de o Tiema =1365.35 dfas % 94228 g0 08 o gy 008

“

ias hora minuto

Entonces, la distancia de un afio luz en kilometros estd dada por

3.00 X 10° X 365.25 % 24 X 60 X 60.=9.47 X 10'* km
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Supongamos que a través de todo el ejercicio todas las varia-
bles son diferentes de cero.

En los problemas 1 al 4, escriba la expresién con exponentes
positivos.

1
s 2. 444
3. 5y-5y-5y-5y 4. 1/t-1/¢

En los problemas 5 al 8, escriba la expresién con exponentes
negativos.

5. (1/z) 6. 1/4°
saEL 8. 3/z*
k4

En los problemas 9 al 14, resuelva las potencias indicadas

9. (a) 2¢; (M) 27; (©) -2°¢

10. (a) (-2/3); () (-2/3)7; © -(-2/3)
1. @ (-1 o' © -(-1)"
12. (a) 5°; ®) (-5); () -5

13. @ (3/5); ) (-3/35)7; (e (3/5)°
14. (@) (-97; M) (-9)7; () —(9)°

En los problemas 15 al 20, evakie la expresion.

92 31 _ g
8 T i
' 32 A 37 +37
.0
17. TT 18. 27' -2
(-2y -3¢ ey
19. Cayt 20, - 70

En los problemas 21 al 26, encuentre el valor de la expresion
Sia=2,bh=-3yec=-1.

B1. oa7b'c
22. —3gb+2ct

ab™t +ea

ab® +4bc? + ca®

Verifique que ab® —c* =19

Verifique que la tercera parte dea ' +b7 +¢ ' es—5/18

los problemas 27 al 45, simplifique y elimine cualquier
nente negativo.

. atas 28, (5xY
35y%x%°
14 G ST s
9. 33 30. mr

9,2
&1

—

-5x'y* o)

s)
O?
10

32.

34,

o
(]

36.

EJERCICIO 1.3

37, (-2x) 38. (7x')(-3x7)
39. (725 ! 40. (xy Fey!)
a ) ey

43. (@)’ 4. (ZS{T?{}’

45, (mf’n{’ ;’rf‘f

2
46, Seam <1, entonces ok se puede expresar como:

47. §i al simplificar %’: se tiene 1/3, icudl es el valor de a, b?

48. Si al simplificar 10£2/15¢, se tiene -2r, ¢cudl es la relacion
entre g y b? 3

49. Si al simplificar la expresion 3w*w?, x > y se tiene 3w”, éa
qué conjunto numérico pertenece a?

50. Si al simplificar la expresién 6p" /3p* se tliene 2/p?, icual
es el valor numérico de n?

En los problemas 51 al 56, determine si el niimero dado es
positivo o negativo.

51. [-10-10]"*° 52. (-3)*(27)
8 e R G
[=12]?

En los problemas 57 al 62, escriba una férmula para la canti-
dad dada usando exponentes.

53. 88 54,
55, [Pax! 56.

57. El drea A de un circulo es m veces el cuadrado del radio r.
58. Elvolumen v de una esfera es 4/3 7 veces cl cubo del radio .

59. El drea.A de un cuadrado es el cuadrado de la longitud s de
un lado.

60. E! volumen v de un cubo es el cubo de la longitud s de una
arista,

61. El drea A de un tridngulo equilitero es 3 /4 veces el cua-
drado de la longitud s de un lado.

62. Elvolumen v de un cilindro circular recto es ot veces el cua-
drado del radio r veces la altura A.

En los problemas 63 al 68, exprese cada una de las frases
como igualdades algebraicas.

63. La suma de tres niimeros pares consecutivos es 180.

64. La suma de un nimero y la tercera parte de ese nimero
es 47.

65. Una motocicleta que va a ¢ millas por hora recorre 258 millas
en 31/2 horas.

66. El 12% de un nimero sumado a ese numero es 9.41.

67. Un circulo de z centimetros de radio tiene un drea de 64n
centimetros cuadrados.

68. La suma de dos nimeros impares consecutivos es 224,
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En los problemas 69 al 71, eseriba los niimeros dados en no-
tacién cientifica.

69. (a) 341,000,000; (b) 0.00341
70. (a) 825,600; (b) 0.0008256
71. (a) 1,050,000; (b) 0.0000105

En los problemas 72 al 74, escriba los nimeros dados en for-
ma decimal.

72. (a) 9.87x107; ®) 9.87x10°
73. (a) 3.25x107; (b) 3.25x107°
74, (a) 4.02x10"; ®) 4.02x10™

En los problemas 75 al 78, use calculadora para realizar Ia
operacion. Escriba la respuesta en notacién cientifica usan-
do cinco digitos significativos.

s 2 1, 0143
. (0.90324)(0.0005432) + 15000

825x10™

2 ) T s R

77, (275x10°)a0x10°) 78 STmem

En los problemas 79 al 81, halle el valor de la expresion dada
sin ayuda de la calculadora. Escriba la respuesta (a) en for-
ma decimal y (b) en notacién cientifica.

79. (3000) (200,000’ (0.0000000001)

80. [(1,000,000)" (0.00001)]"

(80,000)"
(2,000,000)(0.0001)*

81.

En los problemas 82 al 84, exprese en notacién cientifica.

82. El niimero de centimetros en 285.3 metros.

83. El nimero de milimetros en dos yardas (una yarda = 36 pul-
gadas).

84. El ntimero de gramos en 5.1x10° libras.

ALGEBRA Y TRIGONOMETRIA

En los problemas 85 al 88, responda falso o verdadero.

85. (-1/x)" =x,x#0.
86. x" <0, para todos los ntimeros realesx.

87. (x+yf=x"+y.

88. Sinespar, x” 20 para todos los nimeros realesx.

89. Mediante (v) de las leyes de los exponentes, six # 0, enton-
ces, ba qué es igual x"/x"? Sin embargo, éa qué es igual
cualquier nimero diferente de cero dividido por si mismo?
Use la respuesta a estas dos preguntas para explicar el racio-
cinio que se halla en la definicion x° =1 para cualquier base
x diferente de cero.

90. ElPioneer 10, una sonda del espacio profundo, se demoré 21
meses para viajar de Marte a Jipiter, Si la distancia de Marte
a Jupiter es de 998 millones de kilémetros, halle la velocidad
promedio del Pioneer 10 en kilémetros por hora (suponga
que hay 30.4 dias en un mes).

91. Los futuros computadores podrian ser fot6nicos (es decir,
que operan mediante sefiales de luz) més que electréni-
cos. La velocidad de la luz (3x10' cm/s) seré un factor
limitante para el tamafio y la velocidad de tales computa-
dores. Suponga que una sefial debe ir de un elemento de un
computador fot6énico a otro en un nanosegundo (1x1077 seg);
{cudl es la distancia médxima posible entre estos dos com-
putadores? [Sugerencia: {Qué tan lejos viaja la luz en
un nanosegundo? Dé su repuesta (a) en centimetros y (b)
en pulgadas (1 pulgada = 2.5 cm)]. '

92. En 1985 el déficit del presupuesto federal de los EE.UU. fue
de 1UUS$211,900 millones. Escriba este nimero (a) en forma
decimal y (b) en notacién cientifica.

93. La capacidad de almacenamiento de un computador se des-
cribe en kilobytes, donde 1k representa un kilobyte (o aproxi-
madamente 1000 bytes) de memoria. Si se requiere un byte
para representar un solo simbolo como una letra, un nime-
r0, un signo de puntuacién, {aproximadamente cudntos sim-
bolos es capaz de almacenar un computador de 512k? Dé la
respuesta (a) en forma decimal (b) en notacion cientifica.

R T R R et v B e e v oo oo A

1-4 Radicales

Muchos problemas simples en ciencia, negocios o ingenieria conducen a planteamientos
tales como s> = 25 o x> = 64. Los valores para s o x se llaman raices. En particular,
si 52 = 25, entonces a s se llama la raiz cuadrada de 25; para x® = 64, decimos que x es la
raiz ciibica de 64.

En general, las rafces de los niimeros reales se definen por el enunciado

1Y
Vy=r

siysblosi r"=x
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Yy ¥ son ndmeros reales no negativos y z es un entero positivo, o x y r son nimeros
negativos y n es un nimero entero positivo impar. Al nimero Vx se lo denomina la
. enésima principal de x.

La expresién V/x se llama radical; el nimero 7 es el indice del radical y x se llama
cando. El simbolo V" se llama signo radical. Si el indice n es 2, normalmente se
te del radical.

Sines impar, se puede demostrar que para cualquier valor de x hay exactamente una
enésima real de x. Por ejemplo: '

VIs=35 y NV 33=-3
‘Sines pary x es positivo, entonces hay dos raices reales enésimas de x. Sin embargo,

imbolo V/x, se reserva para la raiz enésima positiva (principal); denotamos la raiz enési-
1 negativa por —\/x. Asi, por ejemplo:

Va=2 y —Vi=-2,
ST e 1
: g1 .3 7 81 3

Si n es par y x es negativo, no hay raiz enésima real de x*.

MPLO 1
falle (a)\V/100; (b) V/=62; (c) {-‘/%

cion
lm = IO, plle'siu que 102 =100
‘\3/_—64' = —.4_, ]Ju'es'&} q.ue (_4)3= —64
_ 16

81

2 " (2)4
= —, puesto que |—
3 p__ q 3

araiz par de un niimero negativo, porejemplo, V' — 5 | se [lama ndmero com

plejo. Los nimeros complejos se
roducen en la seccion 2.4.

25



26

ALGEBRA Y TRIGONOMETRIA

Cada una de estas leyes se ilustra en el siguiente ejemplo

EJEMPLO 2
Simplifique cada una de las siguientes expresiones:

(a) V275"

x2

(b) 5

(C) ‘\3;' -\7.z'x21
@ V814’
(€ (VrVs)®

Solucidén

Por (iii !P[)r ( i)l

= V(BabP)V3P2 = 3abAV 3b?

-

[Por(iii) [Por (i)

(e) (\s/;‘\s/.;)s = (\7;; 2= g

Las leyes de los radicales (iii)—(v) se pueden verificar usando las leyes de los exponen-
tes que se trataron en la seccion 1.3. Por ejemplo, para probar (iii) tenemos que

a=Vx y b=y @
Entonces, =L
Asf, xy = a'b" = (ab)"
que puede escribirse en forma de radical como
Vxy = ab (5)

Combinando (4) y (5), obtenemos
Viy = ab = ¥z
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'Nota de advertencia: es error comiin simplificar Va2 como x; esto es vélido solamente
‘para x no negativa. Por ejemplo, si x = —3, vemos que

V(3P =Vo=3% =3
resultado correcto lo da (ii) de las leyes de los radicales:

V(=3P =|-3 =3

EJEMPLO 3

plifique cada una de las siguientes expresiones:
: ’\yixz—\ﬁ V4x7

s

) V2a®

Solucion. (D¢ una razén para cada una de las igualdades que aparecen a continuacién).
V2l V4xz = \J‘SX‘\«3 A=y (2xyz)® = 2xyz

B A f32a10b16 4
\ __T — A} lﬁaablﬁ 2= V(2a2b4)4 = 2.2h*
VoLd

Como acabamos de ver, las leyes de los radicales (iii) y (iv) nos permiten simplificar
s productos y cocientes de los radicales que tienen el mismo indice. Con frecuencia pode-
implificar sumas y diferencias de radicales que tienen el mismo indice mediante el uso
£ las leyes distributivas, como se muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4

Samplifique cada una de las siguientes expresiones:

) V10 — Va0x* + V90:H®
b) VBx* + Vi

solucion

2 V10 — V40x* + V90xH® = V10 — 2xV10 + 3x*V10
="YA01 — %2 + 35

b) \V/8xF + \/— 2uVx + xy\/_

: = xVx(2 +y)

ACIONALIZACION DE RADICALES

cuando quitamos los radicales del numerador o del denominador de un fraccionario, deci-
Os que estamos racionalizando, En dlgebra, normalmente racionalizamos el denomina-
 pero, en caleulo, a veces es importante racionalizar el numerador. El procedimiento de

cionalizacién implica la multiplicacién del fraccionario por 1, escrito en forma especial.
=1 ejemplo:

——
L B
V5. NG Vs S

2
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EJEMPLO 5

Racionalice el denominador de cada una de las siguientes expresiones:

V3

W
.
®) 57
Solucién
@) V3 V3 V2 ﬁ
BT VI

(b) Ya que V2 - Vap= \/_ /2 - V2 = 2, multiplicamos asi:
1 1 (V2P (V2P (VPR Va4

NG N2 (V2P (V2P 2 2

‘Nota de advertencia: en el ejemplo 5(b), seria incorrecto tratar de racionalizar 1/ V/2

multiplicando el numerador y el denominador por V2
1 Y2 %3 ?é V2
V2 V2 (V2R 2

Siun fraccionario contiene una expresion como Vx + Vy, usamos el hecho de que el
producto de Vx + Vy y su conjugada Vx — Vy no contiene radicales:

(V+V)(W—W)—W(\G—V)+V(\&—V)
— ViVx — VaVy + VyVx = VyVy
= (Vi@ - Vo + Vay = (Vo)

:x—y

El procedimiento se ilustra en los siguientes ejemplos:

EJEMPLO 6
Racionalice ¢l denominador de la expresion

1
iy

Solucién. Para eliminar los radicales del denominador, multiplicamos la expresion d
por

Vi- V5
Vi-Vy
Asi, 1 ! \’G_\/;_\/_‘\/;‘

Vit Vs Va+rVy Vai-Vy o x-y




' CONCEPTOS FUNDAMENTALES DEL ALGEBRA

EJEMPLO 7

Elimine los radicales en el numerador de

Vx+h— Vx
h-.

olucion. Ya que la conjugada del numerador es Vx + i + V7, procedemos asf:

Vx+ —\/E.Vx+h+\/;: (x+h)—x
h Vx+h+Vx hVx+h+ V)
h
VxR + Vo)
1
_\/_r+h+\/}

El método de racionalizacién que se ilustra en el ejemplo 7 ocurre con frecuencia en

futuras estaciones espaciales se podri crear la gravedad artificial mediante la rotacidn
acién como una centrifuga gigantesca, rotacién que producird una fuerza contra los
autas a bordo, que no se podr distinguir de la gravedad. El promedio de rotacién N,
o en rotaciones por segundo que se necesita para producir una aceleracién de a m/s2 en
 punto a r metros (m) del centro de rotacién estd dado por

vo . fa

2m Y r
e figura 12). Si el radio de la estacion es de 150 metros, calcule el promedio de rota-
L necesario para producir el equivalente de la gravedad de la Tierra. (La aceleracién
da a la gravedad en la Tierra es 9.8 m/s?).

cion. Identificamos a @ = 9.8 y a r = 150 y obtenemos

1 9.8

" 27 V150

i usar las teclas y en una calculadora, encontramos que
N=0.04

for tanto, se requieren aproximadamente 0.04 rotaciones por segundo (o su equivalente,
L4 rotaciones por minuto) para producir el equivalente de la gravedad de la Tierra.

FIGURA 12

En todos los ejercicios suponga que todas las variables son 7. 1/x%y*
T 9. /1022 /bc*
los problemas 1 al 32, halle el valor numérico del radical.

11.
Y-64 2. /100,000
£/0.0001 4. 1/941/9 13.

i amj

6. 3\‘ = 64}"27 15. 'Jbﬂ

4

2a°b

8. 3/-1000/27

10, 4x*y'"*/162°
12, f8x*yz? Jyzw 22w’
14. V0255 V2

16. Yx’y*/2°

EJERCICIO 1.4
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17. Y16x° 227y 18.

J8ab* 20 ( e
J64a /3b* j

0. (Y=Z7xin) 22. J6x75y J9y* /1027
5. ) 24, 1
25. J-16x°/-8x 26.
27. {Coa’s*} 28.
Pao?
(~abey

19.

—

[

ﬂﬁbu

3

»
L
*
L
s
S

29. 30. Y2ty /-wt

> Y8xy {40’

31 (-abe 32 iﬂi
X Z

En los problemas 33 al 40, racionalice el denominador de la
expresién.

/3 1
s T M. A
1 Jr+
3 35, AEnAY
7 By
37, = 38, —
vl Y33
39, ib, S
" Ja-Jb * i2ab

En los problemas 41 al 43, racionalice el numerador de la
expresion.

SL20c+h)=2x
41. —7;1

JOe+ ) +1 -7 +1

h
2 2
(+u A

[Sugerencia: Primero combing los términos en el numerador].

En los problemas 44 al 54, pruebe que:

44. 2/5J504% =2a+/Z (Suponga queaz0)
2J24x°

(3x

46. 5J8-3J18=12

47. 33168 +83F /4 =10142

48. 2150 —4+/354 + 6448 =243 -2/6

49. J2(V2 +/18)=8

50, 254 -6,2/3 -9 =0

51. 5J2-3450+7288 =742

52. J16a’ —484°b =4aJa—3b (a>0)

45, =4x2 (x >0)

ALGEBRA Y TRIGONOMETRIA

53. J48x® J3x® =12¢"

&84, n xne-ly'.é?r—‘lzZBA =ly223 M

En los problemas 55 al 59, combine los radicales y simplifique.
55, 4Jx +3x =2vx 56. 3v8x% —[18x7 +v/32.°

57, Yxtyz —Yntz +Yxnzt 58, xly —Yxiy* =Yaply’?
59. J2-J8+416

En los problemas 60 al 62, escriba una féormula para la canti-
dad que se da. Use notacién radical.

60. La longitud 5 de la arista de un cubo es la raiz cbica del
volumen v,

61. Lalongitud ¢ de la hipotenusa de un tridingulo rectingulo cs
igual a la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las
longitudes @ y & de los otros dos lados.

62. Lavelocidad v de un satélite en una 6rbita circular alrededor
de la tierra es igual a Ia raiz cuadrada del producto del radio
rde la 6rbita y la aceleracion de caida libre g en la drbita.

63. Si un satélite da vueltas alrededor de la tierra en una orbita
circular de radio r=6,70x10%#, halle su velocidad v si
v =R [g/r,donde R es el radio de la tierra y g es la acclera-
cién de caida libre debida a la gravedad, en la superficie de la
tierra (véase figura 13). Use los valores R=640x10°m
yg=98m/s".

Satélite
FIGURA 13

64. De acuerdo con la teoria de la relatividad de Einstein, la masa
m de un abjeto que se mueve a velocidad v es dada por

m=—___ dondem , &8 la masa del objeto en reposoy €

J1=v*/e?

es la velocidad de la luz. Halle la masa de un electrén que viajs
a la velocidad de 0.6¢ si sumasa en reposo es 9.1x10~" kg.

En los problemas 65 al 70, responda falso o verdadero.
65, J2x+y=+2x+Jy parax,y20.___

66. (JE )2 =a, para cualquier nimero real a.

67. Simespar, Yx esdefinida para cualquier nimero realx.
68. 5/ /b® =5|a/b| para cualquiera de los nimeros reales a3
bb#0.

69, Si n es impar, 4%/t es definida para cualquier nime
real .

70. Vx® =x,paracualquier nimero realx.
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Exponentes racionales

3 concepto de la raiz enésima de un nimero nos capacita para ampliar la definicién de x” de
entes enteros a exponentes racionales; y, como veremos, con frecuencia es mas f4cil
=bajar con exponentes racionales que con radicales.

Para cualquier nimero real x y para cualquier entero positivo n, definimos

=y

. n, - s : < 2
ue Vx sea un nimero real. Asi, x''" es simplemente otra forma de designar la raiz

Esima principal de x. Ademds, definimos
xm!n - (xla‘n)m

£2 cualquier entero /1 tal que m/n sea la minima expresion. Se necesita esta dltima defini-
m si la ley de exponentes (x")* = x’* va a aplicarse a exponentes racionales.

[EMPLO 1

:{2‘5)1!2 - \/23 =5
(64)'° = Vo4 = 4

EMPLO 2

0.09)°2 = [(0.09)'?]° = (V0.09)°

_ = (0.3)° = 0.00243
I.___27)—'5f’3 = [.(_27}1!3]—5- - [‘\3;’_27]—5
1

o an=ise oo o
(=3) 243

- Para x > 0, se puede demostrar que
(l;n)lm - (xlfn]m = i

embargo, para x < 0 y ciertas opciones de m y n, x'” no es un nimero real y, en
secuencia, (x')” no estd definida, aunque la expresion (¥™)'" podria estar definida.

De otra parte, si ™", (x"")" y (x")""" cada uno representa un niimero real, entonces
#0s son iguales. Como lo demuestra el siguiente ejemplo, cuando estas tres formas son
les, una de ellas puede ser més til que las otras dos al evaluar ciertas expresiones.

JEMPLO 3
nque (125)%7 = ((125)!%)? = ((125))'?, la evaluacion de
((125)3)2 = (V125)2 = 52 = 25

- puede hacer mentalmente, mientras que




ALGEBRA Y TRIGONOMETRIA

(125))'3 = (15,625)"% = V15,625 = 25

podria necesitar el uso de la calculadora

El siguiente ejemplo ilustra un caso en el cual £, (™)', y (V7Y™ no son equiva-
lentes.

EJEMPLO 4
Compare (a) X", (b) (@) , y (c) x"*y" parax = =9, m =2yn =2

Solucion. Al sustituir x = —9, m = 2 y n = 2, encontramos que:

) # = (9= (=)' =9

(b) (xm.)ifn - [{_9)-2]1.’2 =81 Vi 9

(©) ("™ = [(—9)V2]? = (V—9)%, que no es un numero real, ya que contiene la raiz
cuadrada de un nimero negativo.

LEYES DE LOS EXPONENTES

Las leyes de los exponentes que se dieron para los exponentes enteros en la seccidn 1.3
también son verdaderas para los exponentes racionales.

Como se muestra en los ejemplos siguientes, estas leyes nos permiten simplifics
expresiones algebraicas. Para el resto de esta seccion consideramos que todas las bass
variables representan niimeros positivos, de modo que todas las potencias racionales esta

definidas.

EJEMPLO 5

Por(i)

(a)‘ {_31”2)(21?”5) 3(2)x112xl.-'5 ST ﬁxlf_2+1.*5

= gx5 210 = gy 7110
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Eor(iii}i |P0r (ii)}

= (azb—s)m = (az)m(b —8)1f4 = g8
1/2

s a
T e

bz
2/3,,1/2 5012

555 _ X
= y2A-lyl2-32 KB 2=

[Por(iv)|  [Poriii)]  [Por(ii)

_- ( 334 )3 3 Jt_3,(4}3 33 ( x,m]zﬂ 279

yi73 {ym)a i (y'3)3

}J

y

JEMPLO 6

(5r39’4)2(2r~3#2)
SI.G J,.]..-'2

ion

(RN 2 PPN (05PN i 50:’0) _ 50
o3 1z ) T\ 2B IETZIN B W 7 T

5 §

Como veremos en los dos ejemplos siguientes, se pueden simplificar ciertas expresio-
radicales mds ficilmente si se vuelven a escribir usando exponentes racionales.

zriba V xVx como un solo radical.

s ” W 4 i . “
Cion. Volvemos a escribir V xVx usando exponentes racionales y luego simplifi-

VxVx = (x-\“‘/;)lfz = (x - xUH12
= (412 = 58 = \K/F

IPLO 8
seriba V/ 16/V2 como un solo radical.

lucién. Volvemos a escribir la expresién usando exponentes racionales:

Vi 163

V32 = gli2

33
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Luego, debemos encontrar una base comin para que podamos usar las propiedades de los
exponentes racionales para simplificar la expresion. Ya que 16 = 2%, tenemos

1/3 - 4y 143 4/3
16 - & _— _2_ L 24.-"3—”2 25 25;"6
21.-‘2 21.2 21.!’2

— P =3

EJEMPLO 9 |
Simplificar (8,000,000)%3(\/0.000175").

Solucién. Escribimos los niimeros en notacion cientifica y usamos las leyes de los expo-
nentes:

(8,000,000)2V/0.0001752 = (8 X 109*3(1 x 1074 - 52"
— 82:‘3(106)2{3(10-—4)1!4(’_8] 34(312)h’4
= (V8)2(10%) (107127
= (4 x 10°)r°7
= 40002

EJEMPLO 10

Supongamos que parte de una propiedad costaba p délares hace n anos. Si ahora cuesta ¢
délares, entonces el promedio de la tasa de inflacién anual r es dado por

1in
r= (i) -]
p

Halle el promedio de la tasa de inflaci6n anual para una casa que ahora vale US$500,000 si
hace 12 afios se compré por US$80,000.

Solucion. Primero identificamos p = 80,000, ¢ = 500,000y n = 12. Al sustituir, entonc
obtenemos:

(500,000)”12
r=|{—— -1

80,000
=625 =1
Al usar la tecla en una calculadora con y = 6.25 y x = 1/12, encontramos
r=0.165

Por tanto, el promedio de la tasa de inflacion anual para esta propiedad ha sido 16.5%

En la secci6n 5.1 indicaremos cémo se pueden definir las expresiones con exponen
5 -
irracionales tales como x¥2 o x™ . Las leyes de los exponentes también se pueden aplic

a los exponentes irracionales.
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O

EJERCICIO 1.5

a todos los ejercicios siguientes suponga que todas las
ables son positivas,

En los problemas 1 al 7, vuelva a escribir la expresién usando
exponentes racionales.

V8t 4 Jx+Jx

63\J'H2+Iz a. ,‘{z—y2

I

()

Ex los problemas 8 al 13, vuelva a escribir Ia expresion usan-
B notacion radical.

a? R R
(5 )" 11. 3/a%7
2. (5+u)y” 13. 247

L los problemas 14 al 17, encuentre los mimeros indicados.

M. (a) (49)7; ) (49"
S (@) (1/64)""; M) (1/64)7"
(a) '(_.27).1«*3 : (ll) (_ 2?)—1!3

= @ (-81/36)"; ®) (-81/36)

los problemas 18 al 40, simplifique y elimine cualquier
mente negativo.

(7))
L2 1271020 ) 21.
E (X:f(u—l)fxl.r(ml))”z 23.
T K T P

L (et ) 2 (e B

| 2. (270" f

b (52 )x?) 31. (100x* "
) 33 [[2oyme) syt
la202c1 0 ] 1 (aop23 F 35, (2225 1ty 2o )

k. (2p*)" 37. (a2 /a¥2)1/6a)"?
B Cx2ye sy )7 3, 1’?}

o (4a>")

, Calcule 4x72/* +3x”3 +2x" parax =8

37 (- 2x
(x+1)°

(i
52”:— parax =6

Calcule (fx+y)(x+y) parax=-2, y = 6

19. al Sal 4ah’$

(32-2)‘5;6@—5 4 m)““

(fa+b;"'far (tb'-ﬂ .-"Ifb)a b

Ca culc parax =2

alcule

En los problemas 45 al 48, halle los valores de las letras para
los cuales las expresiones dadas tengan sentido real.

45, S =(x*)?=x'=x
46. VE+2t+1 =@t +1F =1 +1
47, ' +2y7 41 =42 1) =741

=] . (=) g W2 _ g Wl _
Jr-1_ (x— l)I2 ] #-1]"=

49. Se le pregunt6 a un estudiante de la universidad w respecto

48.

al resultado de la expresién x+2y+/(x—2y) parax =2,

y=4. El hizo lo siguiente: x+2y+ (x—2y}F =x+2y +
x =2y =2x, obteniendo el valor 2x =2(2) = 4. {Es correcta
la respuesta? Explique.

50. Calcule x* +3x7

Ay +de! |
= am - six=8
2

—2x" parax = 1/8

51. Calcule

En los problemas 52 al 57, vuelva a escribir la expresiéon como
un solo radical.

3
JIIZ 53. o7
54. 28Vt 55. Y Iy idly
Jr
56. 53— 5% Y442

En los problemas 58 al 60, use notacién cientifica para sim-
plificar la expresién.

58. /0000004 (8000)"* (100,000

50, V80,000 /4000
© o (0.000004Y7

60. 4(160.0004"° )

61. La velocidad del sonido v medida en pies por segundo a tra-

vés del aire de temperatura ¢ grados celsius estd dada por

_L,087273+1)?
1652

Use calculadora para hallar la velocidad del sonido a través

del aire cuando la temperatura es de 20 °C:
62. Determine el drea de la corona circular, sabiendo que el circu-
lo exterior tiene un radio de 52.50 centimetros y el del circulo
interior mide 28.84 centimetros.
Unarroyo de corriente rapida puede (ransportar particulas mas
grandes que uno de corriente lenta. Los estudios de laborato-
rio han demostrado que la velocidad critica v; del agua que se
necesita para que una particula arranque en la cuenca de un
arroyo esta dada por la férmula

v, =01528"° (G-1)"

donde v se mide en metros por segundo, d es el didmetro de la
particula en milimetros, y G es la gravedad especifica de la

-
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particula. Halle la velocidad critica que se necesita paraempe- ¢y £ 1 68 [(_ 9)1;2 ]2 -9
zar a mover un grano de feldespato que tiene una gravedad ’ T i s
especifica de 2.56 y un diametro de 3 mm. 12 172
B g 2
64. El radio r de una esfera con volumen v estd dado por 69. —p=p—— 70. [(—9) ] =9

r = (3v/4m)*. Use calculadora para hallar el radio de una
esfera que tiene de volumen 100 cm® (centimetros cdbicos). 71 36x"% =64x.

. Lo ea

En los problemas 65 al 74, responda falso o verdadero. (Su- 73, C2yi(=2)t =1/4 4. (bm}”“ = h
ponga que todas las variables representan niimeros positivos.) ) '

65. Py =l_ 66. (2+16)" =f+4

TS s e S e O e o e S R S e AR e S o I e e

1 n 6 Polinomios y productos notables

VARIABLES

¥a hemos encontrado conveniente usar letras tales como x o y para representar nimeros;
cada simbolo se llama variable. Una expresion algebraica es ¢l resultado de llevar a cabo
un namero finito de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones o raices en un grupo de
variables y nimeros reales. Los siguientes son ejemplos de expresiones algebraicas:

dxy — x | Ty -
P22+ Vi-m ——— oy \mmoo
x+y ¥y s

A veces una expresion algebraica representa un niimero real solamente para ciertos
valores de una variable. Al considerar la expresién V'x, encontramos que debemos tener
x > 0 para que \/;c-represente un mimero real. Cuando trabajamos con expresiones alge-
braicas, suponemos que las variables son restringidas para que la expresion represente un
niimero real. El conjunto de valores permisibles para la variable se llama el dominio de la
variable. Asi, el dominio de la variable en Vx es el conjunto de todos los nimeros reales no
negativos {xlx = 0}, y para 3/(x + 1) el dominio es el conjunto de todos los niimeros reales
excepto x = —1; es decir, {xlx # —1}.

Si nimeros especificos se sustituyen por las variables en una expresion algebraica, el
ntmero real que resulta se llama valor de la expresién. Por ejemplo, el valor de X+ 2
cuandox = 1 yy =2es (1> + 2(2) = 5.

POLINOMIOS

Ciertas expresiones algebraicas tienen nombres especiales. Un monomio en una variable es
cualquier expresién algebraica de la forma ax", donde @ es un nimero real, xesuna variable
y 1 es un entero no negativo. El nimero a se llama coeficiente del monomio y 7 se llama el
grado. Por ejemplo, 17x° es un monomio de grado 5 con coeficiente 17. La suma de dos
monomios, tal como 6x + 3x°, recibe el nombre de binemio. Un polinomio es cualquier
suma finita de monomios. M4s formalmente tenemos la siguiente definicion.
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DEFINICION 4
Un polinomio de grado n en la variable x es cualquier expresién algebraica de la
forma
ax" +a, X+t e axtas, a, #0
donde s es un entero no negativo y a;, i = 0, 1 ... # son nimeros reales.

Ya que un polinomio en x representa un nimero real para cualquier niimero real x, el
dominio de un polinomio es el conjunto de todos los nimeros reales R.

Los monomios ax’ en el polinomio se llaman términos del polinomio y el coeficiente a,,
de la potencia mas alta de x se llama coeficiente principal. Por ejemplo, 6x° —7x* + 352 — 1
es un polinomio de grado 5 con coeficiente principal 6. Los términos de este polinomio son
6x’, —7x°, 32 y —1. El niimero a, se llama término constante del polinomio. Puede ser0,
como en el polinomio 6 — x. Si todos los coeficientes de un polinomio son cero, entonces

¢l polinomio se llama polinomio cero y se denota con 0.

Los polinomios se pueden clasificar por sus grados, aunque al polinomio cero no se le
ha asignado ningtin grado. Se usan nombres especiales para describir los polinomios de
menor grado, segtin la lista que aparece en la'siguiente tabla.

POLINOMIO | GRADO FORMA ESTANDAR ETEMPLO
Constante 0 ay (ag # 0) 4
Linecal 1 ax + ag (a; 7 0) 3x—35
1
Cuadritico 2 a® + apx + ay (a2 # 0) —Exl +x—2
Ciibico 3 asx® + ax + ayx + ag (az # 0) £ —-6x+V3
Enésimo grado n axX" ta, X" '+ taxtag(a, #£0) -1

Nota de advertencia: en cada término en un polinomio, el exponente de la variable debe
ser un entero no negativo. Por ejemplo:

Entero No
negativo | entero
l+x—1 y 2-2"2+6

no son polinomios. Sin embargo,

372 44 y 0.5x + 613

son polinomios, ya que los coeficientes pueden ser cualesquiera de los mimeros reales.

EJEMPLO 1

Determine cuiles de las siguientes expresiones algebraicas son polinomios. Si la expresién
es un polinomio, dé su grado y su coeficiente principal.

(@ 2 +Vx—1

(b) V2 —x + 3 — 1748

© 7 — 2+ iy + x2

@) x* — 2

,H

e
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Solucién. Ya que la variable en cada término debe ser elevada a una potencia entera no
negativa, (a) y (c) no son polinomios. Los polinomios en (b) y en (d) son del grado 8 y del
grado 4, respectivamente. Al escribir (b) en la forma estandar — 1768 + 32 —x + V2
vemos que el coeficiente principales —17. Yaque (d) estaen la forma estdndar, el coeficien-
te principal es 1.

EL ALGEBRA DE LOS POLINOMIOS

Ya que cada simbolo en un polinomio representa a un nimero real, podemos usar las propie-
dades del sistema de los nameros reales que se analizaron en la seccién 1.1 para sumar,
restar y multiplicar polinomios.

EJEMPLO 2

Encuentre la suma de los polinomios x* — 3x> + Tx — 8 y 2x¢* + x* +3x.

Solucién. Al reorganizar los términos y al usar las propiedades distributivas, tenemos
(o = 3%2 + Tx — 8) 4+ (2x* + X7 + 3x)
=+t -3+ 2+ Tx+3x—8
=+ 22+ (3+ D+ T+Ix—8
=Gt r—R

El ejemplo 2 indica que podemos sumar dos polinomios en x mediante la suma de los
coeficientes de potencias iguales. Algunos estudiantes encuentran que es mas facil sumar
polinomios por la alineacion de los términos con potencias iguales de x en un formato verti-
cal, como se muestra a continuacion:

F—=32+ Tx—8
2t + 2+
3¢ — 2%+ 10x — 8

La eleccién del formato por usar es simplemente un asunto de preferencia personal. Ge-
neralmente, el formato vertical requiere més espacio; por tanto, después de esta seccién,
usaremos el formato horizontal.

Como lo muestra el siguiente ejemplo, la resta de polinomios se lleva a cabo de una
manera similar a la suma.

EJEMPLO 3
Reste 23 —3x—4 de x°+ 5x° — 10x + 6.

Solucién. Al restar términos con potencias iguales de x, lenemos
X+ 52— 10xt+ 6
—(@2x ~- B~ 8
—x> + 52— Tx+ 10

Para llevar a cabo esta resta usando un formato horizontal, procedemos asf:

2+ 52— 10x+6)— (2 —3x— 4)
=¥ +52—10x+6—2°+3x+4 (Propiedad distributiva)
= (x*— 23 4 52+ (- 10x + 3x) + (6 +4) (Agrupacién de términos iguales)
=t St~ Tx+ 10
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Nota de advertencia: iun error muy comiin cuando se restan polinomios en forma hori-
zontal es no aplicar la propiedad distributiva. Se debe cambiar el signo de cada término del
polinomio que se est4 restando.

—(@2° =3z —4)= (=12 — 3x—4)
(—1)2x%) + (—1)(=3x) + (—1)(—4)
—23 +3x+4% 2% —3x—4

I

Para hallar el producto de dos polinomios, usamds las propiedades distributivas y las
leyes de los exponentes, como muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4

Multiplique x* +3x — 1 y 2% —4x + 5,

Solucién
G+ 3x— D2 —4x + 5)
=+ 3x = D2 + (& + 3x — D(—4x) + (& + 3x — 1)(5)
= (2 + 6 — 2% + (—4x* — 122 + 4x) + (52 + 15x — 5)
Combinando términos semejantes, encontramos el producto

20 —4x* + 11 — 142 + 19x — 5

Como en el ejemplo 4, cuando se multiplican dos polinomios debemos multiplicar
cada término del primer polinomio por cada término del segundo polinomio. Se puede usar
un formato vertical (con tal que conservemos los términos semejantes alineados), de la
siguiente manera:

2+ 3x—1
W= A+
533 + 15x — 5 <::] 554+ 3x—1)
— 45 — 122 + 4x -t +35 -1 |
ph + 6°F — 2 {H 22 +3x -1

20 —dx* + 11 — 142 + 19 — 5

POLINOMIOS CON VARIAS VARIABLES

Hasta ahora hemos considerado polinomios con una variable. Podemos tener polinomios
con x o con otras variables, tal como 2y* — y + 50V 2 2* — 17, o con dos 0 més variables.
Un polinomio con las dos variables x y y es una suma de monomios (o términos) de la forma
ax" y™, donde a es un niimero real, x y y son las variables y n y m son enteros no negativos.
Ejemplos:

i
5x— 2y, Xtwy—y, Sytxt-x+ %

Un polinomio con tres o mds variables se puede definir de manera similar.
Sumamos, restamos y multiplicamos polinomios de varias variables usando las propie-
dades de los niimeros reales asi como lo hicimos para los polinomios con una variable.
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EJEMPLO 5
Sume 4+ xy—-3 y xX—y+ 3xy® — .

Solucién
o+ 'y =3
2=y + 3 — Xy
By +aP + 0y -3 = 2=y +4n’ -3
EJEMPLO 6

Multiplique x + y y x* — xy + ¥

Solucion
(x+ 62— xy + ) =x(F —xy + ¥ + y —xy + )
= IJ - xgy + ny + xz}.‘ — x}.‘z + }_13

=x3+y3

Podemos usar el formato vertical alternativamente
52 = xy -+ _\_-'2
e
2y = oty =y +97 |

- 2
By b Cdxix>—xy+ 39

xﬁ ZR (}xzy =2 0):)’2 & }‘3 - x.‘ + y:‘

Como muestra el ejemplo 6, cuando multiplicamos polinomios con varias variables, es
mas facil identificar érminos semejantes si seleccionamos un orden para las variables y lo
usamos consistentemente en cada término.

La divisién por un monomio usa las propiedades de las fracciones y las leyes de los
exponentes, como se muestraen el ejemplo 7. La division de dos polinomios es mas compli-
cada y se trata en el capitulo 4.

EJEMPLO 7 _
Divida 15xy3 + 25x%y2 — 5xy* por 5xy°.

Solucion

1507 + 25552 — S 150° 2553 3xy?
53y = 2 =

S5xy Sxy Sxy*

=3y+5x— |

PRODUCTOS NOTABLES

Ciertos productos de binomios ocurren tan frecuentemente que se debe aprender a recono-
cerlos. A continuacién se da una lista de estos productos notables, Pueden verificarse
ejecutando las multiplicaciones indicadas (véanse problemas 89 - 93).
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En cada uno de estos productos notables, X o ¥ se pueden remplazar por otra variable,
un nimero O por una expresion mas complicada.

EJEMPLO 8
‘Encuentre cada uno de los siguientes productos.
(@ (2c+ 3y

) (4x < é)a

Solucién
(a) A partir de (i) con X remplazada por 2x y ¥ remplazada por 3, tenemos:
(2x + 3)> = 207 + 2(20(3) + (3)?

=4+ 12¢+ 9

(b) A partir de (v) con X remplazada por 4x y Y remplazada por 1/4%, tenemos

(4x N %)1 = (4x)* — 3(4x)? (;12_) + 3(4x) (%)2 o (%)3

-
=t o s

'EJEMPLO 9
Podemos aplicar (iii) dos veces al producto

Qx + y)(2x = YA + y%) = [(2x + y)@x — Pl + 5?)
(42 — yY)(4x® + 32
= 16x4 e y4

I

EJEMPLO 10

- Si observamos que el producto

(o~ )"+ 2Py + 57
tiene la forma (vii), tenemos que

(& =t + 2y + ) = [P — PIED? + By + 53
=) =

=x6 _y3’
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Cuando maltiplicamos dos polinomios lineales, encontramos la siguiente formula de
producto notable:

(viii) (ax + b)(cx + d) = acx® + (ad + be)x + bd

Esta regla de producto puede lograrse mentalmente segtin el esquema que se presenta
en la figura 14.

(ax b)ex + d)

Sume los productos

y

acx? + (ad + be)x - b FIGURA 14

EJEMPLO 11
Gx— 2)(x — 5 =3 + [B(—D + (—=2)(Dx + (=2)(—3
=22+ (% — Dnt4
=82 —8r+4

A primera vista, algunos productos parecen no ser de la forma

(ax + b)(ex + d)

cuando, de hecho, si lo son. Sin embargo, con prictica cualquiera llegard a adquirir habili--
dad para reconocerlos.

EJEMPLO 12

(5x% + 2)(x2 — 4) = 5(D)()* + [5(—4) + 2] + 2(—4)
=5+ (=20 +2)x* - 8
=5x*—18x2— 8

EJEMPLO 13

2V + DEVx — 3) = 2@)(Vx)? + [2(=3) + 1d)]Vx + 1(=3)
=8x—2Vx—3

Cuanto més familiarizados nos encontremos con estos productos notables (i) - (viii),
mas ficilmente entenderemos la factorizacién, que se tratard en la siguiente seccion.
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EJERCICIO 1.6

En los problemas 1 al 8, halle el valor del polinomio para (a)
x=-3;(Mx=12y(@) x=0.

1. x—3x+6x° 2, 2x' -+t -3x+1
3. 0.1x*-0.5x+02 4. (3x+1)

5, J2x*+3x-42 6. x*-5x+7

7. (x=1F+(x-1) 8. 2/5x—1

En los problemas 9 al 11, halle el valor de la expresién to-
mando las letras con los valores numéricos indicados,

9, a+2d-b, b=2
10. lal+a-2p|,a=-2 b=1
11. -l —2a-3p, b=-1

a=-3,

i
#=—2,

12. Una terna (x, v, z) de enteros positivos s¢ denomina terna
pitagérica si x* +y* =z* . Ejemplo, (3,4, 5) y (5, 12, 13) son
ternas pitagoricas. Pruebe que (24,4 —1,4° + lj es una ter-
na pitagdrica siempre que @ sea un entero mayor que 1.

13. Si t>0y e+ ) =5, determine £* 4+
14, Si x+y=1yx*+y*> =2, determine x*+y*.

15. Si u+it=J11 yu’® +¢* =16, determine u* +¢*. [Sugerencia:
le ayudara saber que (u+1)' =u® +4u’t + 60t +dut® +14)

16. Pruebe que (¢ —y?,2xy, x*+*) es una tema pitagérica,
siempre quex, y sean enteros positivos yx > y.

En los problemas 17 al 21, determine si Ia expresion algebraica

es un polinomio. Si lo es, dé su grado y su coeficiente principal.

17. 3 + & 18. 0.6x-24x° +3.0x-8.1

19.3 42— 7@ + L0 20, P4 418
21, ¢4 3 4411 2

En los problemas 22 al 33, ejecute la operacion indicada y
exprese ¢l resultado como un polinomio en forma estindar.

22 (-5 + 4 -T7) + (=3 + 2 + 1)

23, [\[2-25 =62 +17z + %J%— (24 +162° -5z + \/g)
24. 5(F -4 +61—6)+3(- 2 +27 -9 +11)

25. (3x%+2x—1)-(x*—4x> +2x)

26. (45" -55°+9/2)—(s" +1/25° —s+1/2)

27, (3x" —7x% +x° —14)(v* ~2x* +8x)

28. (4x+8)(x>—6x) 29. (2 +42-3)22°—7z+1)
30, (t2—3+3}(r"—r3) 31 (x/3+y/5)(x/3-y/5)
32, (*-2x+5Yf 33, 2u(Bu-1)(u+1)

34. Halle el coeficiente dex® en la expansion de (x* +2x° +3x)".
35. Efectie (2x+y)' y exprese el resultado en forma estandar,
En los problemas 36 al 45, ejecute'l'as operaciones indicadas
y simplifique,

36. (8a"+7a’p? +6b* )+ (7a* —a’b+a*b?> —8ab®+5b*)

37. (Eixsy3 —12x%y? )f.v2y3

38, (\/_xy‘ J'sz (x3+y‘ J-xy3+6'\/?:y2—\/§)

39. ( 6x°y 2t —dxy’z +2 Sxyz]fz,x}z

40, (4x ¥ -(2x yf+8x3y3)/4x ¥

dl. (3a-b)2a*-ab+3b?)

42, 55>(2r5 —8rs ) 2rs’

43. 332 -3{x-2x[x—7(x—2)-3]+2}-60x

44. 4a-5[a—-2(2b—3c)-2b]

45. 4% —{x? = 2x(x -3y +1)-32> +3y]- @x—2y+1)}

En los problemas 46 al 81, halle el producto.

46. (x—1)(x+2) 47, (? +3)u®-5)
48. (5x+2)(10x+4) 49. (3x-2)
50. [4(x+1)+3]4(x+1)-3] 51 (2+J7)2-7)

52. (xz’fi‘—xm)[xm+x”3) 53. (
54, (a—S)(a2+2a+?)
55. (L/y =1/ )1/y* +1/y2 x> +1/x*)
56. (2/5x+5)1/5x+1) 57. 2-x+y)2-x—-y)
58, ((x*-1)/x*Y 59, (3xY?—x)(x+7)

. (5Vx +1)6vx -3) 61. (0.3x+0.7)(10.0x+2.1)
(72-5)(3z+2)

Jx +Jy e = +y)

60
62, (x+zz){x2—ﬂz+z¢) 63.
64. (L2x+0.4)20x-13) 65,
66
68

(34354
. (9+y)(81-9y+y?) 67. (dy-T)y+3)
s (r—y+1)x+y-1) 69, (' —3x ) +3x)

4l +y")? +y*f
@ +177 (2 +1)
(° =2 ) -1)

70. 2-y)d+2y+y?) 71.
72 (x/(e+y) (x/(x+ y ) A
74. (m—p]"[(m—p)"] - 75.

76. (5x—4)(x+3) 77. (u—t) (+ty
78. (e'+1)(e’—l)(];’(ez’—’l)3] 79. (z—x)(x2+xz+zz)
80. ()czy3 +2)3 81. (x+y+1)

En los problemas 82 al 87, responda falso o verdadero.

82. (t+1f=r’+1.____

83. El coeficiente principalde 3 ¢ _ L 8 | ges_ 1
6 6

84. El grado del polinomio x* -3x” +x* es 4.

85. Elvalorde z* —3z+41 cuando z=y2 es 5-342.

86. La expresion 37" — J/2r + x es un polinomio en la varia-
bler.

87. 56 +3t—( +20+9)=4—1-9.
88. Verifique que (Jx+y—z Jz+x+y }+4 esigualas.
89. Verifique la formula (i).

90. Verifigue la formula (iii).



91.
93.
94.

95.

96.
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Verifique la férmula (iv). 92. Verifique la férmula (vii). 97. Escriba polinomios en la forma estindar para (a) el volumen
Verifique la férmula (vi). y (b) el area de la superficie del objeto que se muestra en la
Si se suman un polinomio de grado 2 y uno de grado 3, écudl figura 16.
es ¢l grado del polinomio resultante? {Cudl es el grado de su
producto?
¢Qué se puede decir acerca del grado de la suma de dos

polinomios de grado n? {De su producto y de su diferencia?

Escriba un polinomio en las variables r y s para ¢l drea de la
regi6én (un rectdngulo con extremos semicirculares) que se
muestra en la figura 15.

(T J':\\]‘-z——s—)—ll TD = :
// \\-. 10

FIGURA 15 FIGURA 16

| Factorizacion

En la seccién anterior multiplicamos polinomios. Ahora, invertimos el procedimiento y
tratamos de escribir un polimonio como producto de otros polinomios. Este proceso se
llama factorizacién y cada polinomio en ¢l producto se llama factor del polinomio original.
Por ejemplo, 3x*> y x> + 2 son factores de 3x* + 6x? porque

3t 4 6x2 = 3% + 2)

Generalmente, buscamos factores polindmicos de grado 1 & mayores.
Al factorizar, a veces podemos remplazar una expresion complicada por un producto
de factores lineales. Un ejemplo es:

5+ 68 —29x — 6= (5x + D(x— 2)(x+ 3)
Por tanto, la faclorizacién puede ser muy il para simplificar expresiones. Como veremos
en el capitulo 2, es particularmente itil para resolver ecuaciones. En general, el primer paso
en la faclorizacion de cualquier expresion algebraica es determinar si los términos tienen un
factor comin.

EJEMPLO 1
Factorice 6x*y* — 4xy? + 10V 2" — 212,

Solucion. Ya que 2xy® es un factor comin de los términos, lenemos que
6xy* — 4x®y? + 10V20” — 207
= 2y%(3x%y%) — 2xy%(2x) + 209°(5V2y) — 209%(1)
= 20203 — 2 + 5V2y — 1)

Cuando los términos de una expresion no tienen un factor comiin, adn podrian factori-
zarse agrupando los términos de una manera apropiada.
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EJEMPLO 2
‘Factorice x> + 2xy — x — 2y.

Solucién. Al agrupar los dos primeros términos y los dos iiltimos da

B+ 22y —x—2y= (2 + 2x) + (—x = 2y)
E _ = x(x + 2y) + (—D)(x + 2y)

Observamos el factor comin x + 2y y completamos como

A2y —x—2y={x - Dx+2y

FORMULAS DE FACTORIZACION

Mediante la inversi6n de las férmulas de productos notables de la seccion 1.6, tenemos las
siguientes férmulas importantes de factorizacién.

~ las aplicamos.

EJEMPLO 3
Factorice 1:6x4-j72 = 25,

Solucion. Esta es la diferencia de dos cuadrados. Asf, a partir de (iii) con X = 4x?yy ¥ =5

tenemos:
16x%y? — 25 = (4x%y)? — (52
= (4% — 5)(@4x’y +5)
EJEMPLO 4

Factorice 8a® + 2755,

Solucion. Yaque 8a® + 27h° es la suma de dos cubos, se puede factorizar usando (iv). Si
identificamos X = 2a y ¥ = 3b?, entonces

Hemos usado mayusculas en estas formulas para poner en claro nuestro trabajo cuando
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8a3 + 278° = (2a)° + (3b%)?
= (2a + 3b9)[(2a)* — (2a)(3b*) + (3b7)*]
= (2a + 3b»)(4a* — 6ab® + 9b*)

Obsérvese que las formulas (iii) - (v) indican que la diferencia de dos cuadrados y la
suma y la diferencia de dos cubos siempre se factorizan mientras no limitemos los coeficien-
tes al conjunto de los enteros. Por ejemplo, al usar (iii) para factorizar x> — S, identificamos
X=xy¥Y¥Y= \/5, de modo que

2 —5=2— (V57
= (x — V3)(x + V5)

Sin embargo, para el resto de esta seccin buscaremos nicamente factores polindmicos con
coeficientes enteros.

FACTORIZACION DE POLINOMIOS CUADRATICOS (DE SEGUNDO GRADO)

A veces es posible factorizar los polinomios cuadraticos ax* + bx + ¢, donde @, by c son
enteros, como

(Ax + B)(Cx + D)

donde A, B, C y D son también enteros.

Inicialmente, para simplificar nuestra exposicion suponemos que el polinomio cuadra-
tico tiene como coeficiente principal @ = 1. Six” + bx + ¢ tiene una factorizacién usando
coeficientes enteros, entonces serd de la forma

(x + B)(x + D)
donde B y D son enteros. Al hallar el producto y al comparar los coeficientes,

; B+D=b
x+B)x+D)=x+BIDx +BD=x*+bx +c
1 A

BD =¢

vemos que
B+D=b y BD=c
Asi, para factorizar x* + bx + ¢ con coeficientes enteros, hacemos una lista de todas las

factorizaciones posibles de ¢ como producto de dos enteros By D. Entonces, comprobamos
cudl de las sumas de B + D es igual a b.

EJEMPLO 5
Factorice x> — 9x + 18

Solucién. Con b = —9 y ¢ = 18, buscamos los enteros B y D tales que
B+D=-9 y BD=18

Podemos escribir 18 como un producto BD en las siguientes formas:

1(18), 29, 36), (D18, (=9, o (=3)(=6)

Yaque —9 es lasumade —3y —6, la factorizacion es

2—9x+18=(x—3)x—6)
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Nétese que siempre es posible comprobar una factorizacion mediante la multiplicacién
de los factores.

EJEMPLO 6
Factorice x> + 3x — 1

Solucion. Se puede escribir el nimero — 1 como producto de dos enteros BD solamente en
una forma, a saber: (—1)(1). Ya que la suma

B+D=-1+1#3

x> + 3x — 1 no se puede factorizar usando coeficientes enteros.

Es més complicado factorizar el polinomio cuadratico general ax? + bx + ¢, con
a # 1, ya que debemos considerar los factores de ¢ asi como los de c.
Hallando el producto y comparando los coeficientes

AC=a

BD =¢
7 %
(Ax + B)(Cx + D) = ACx* + (AD T+ BCx + BD = ax- +¢bx +LC
AD+ BC =5

vemos que ax” + bx + ¢ se factoriza como (Ax + B) (Cx + D) si

AC = aq, AD+BC=b, y BD=¢

EJEMPLO 7

Factorice 2x*> + 11x — 6.

Solucion. Los factores serdn
' x4+ (x+ =)

donde los espacios en blanco se deben llenar con un par de enteros B y D cuyo producto BD
es igual a —6. Los pares posibles son:

1y —6, -1 y 6, 3 =2, =3 y 2

Ahora debemos comprobar para ver si uno de los pares da 11 como valor de AD + BC (el
coeficiente del término medio), donde A = 2 y € = 1. Encontramos que:

2(6) + 1(—=1) =11
por tanto, 2x* + Ilx — 6= (2x — 1)(x + 6)

Este método general se puede aplicar a expresiones de la forma ax® + bxy + ¢v°.
donde a, b y ¢ son enteros.

EJEMPLO 8
Factorice 15x* + 17xy + 4y°

Solucién. Los factores podrian tener la forma

B + —_—wGx L 9y o (IS _(le + ) (6)
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No se necesita considerar los casos

(—5x+ w(-3x+_y) ¥y (=15x + __y)}(—x + _y)
(i Por qué?)
Los espacios en blanco en (6) se deben llenar con un par de enteros cuyo producto sea 4.

Los pares posibles son:
ly4, -1y —4, 2y2, =2y

Comprobamos cada par con las formas posibles en (6) para ver cudl combinacion, sies que
hay alguna, nos da un coeficiente de 17 para el término medio. Encontramos que

1552 + 17xy + 4y* = (5x + 4y)(3x + )

EJEMPLO 9
Factorice 2¢* + 11# + 12.

Solucion.Siendo X = 17, podemos considerar esta expresién como un polinomio cuadrati-
¢o en la variable X.

2X% +°11X + 12
Entonces, factorizamos este polinomio cuadritico. Los factores tendrdn la forma
(X _JEX % ) o))

donde los espacios en blanco se deben llenar con un par de enteros cuyo producto sea 12.
Los posibles pares son

1y12, -1y —12, 2y6, -2y —6, 3y4, —3y—4

Comprobamos cada par con (7) para ver qué combinacion, si la hay, nos da un coeficiente
de 11 para el término medio. Encontramos que

22+ 11X+ 12 =X+ 4)(2X + 3)
La sustitucién de £ por X nos da

28+ 112+ 12= (P + 422 + 3)

En el ejemplo anterior se debe verificar que ni £ + 4 ni 2/ + 3 se pueden factorizar
usando coeficientes enteros.

Ahora consideramos un ejemplo en el cual una primera factorizacién produce expre-
siones que se pueden factorizar otra vez. En general, necesitamos gue una expresion sea
factorizada totalmente; es decir, hasta que ninguno de los factores se puedan factorizar en
polinomios de grado 1 é mayor con coeficientes enteros.

EJEMPLO 10
Factorice completamente x® — y©

Solucion.Podemos considerar la expresion x® — y® de dos maneras: como diferencia de dos

cuadrados o como diferencia de dos cubos. Al usar la diferencia de dos cubos, escribimos
xﬁ _ yﬁ 2}3 - (y2)3

= (@ —Y)* + Y2+ yY)

= (x — N + )&* +x%y? + 5%
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A partir de lo anterior podriamos concluir que la factorizacién estda completa. Sin embargo,
tratar la expresion x° — y® como una diferencia de dos cuadrados es més revelador, ya que

¥ — = ()2 — ()2

= — ¥ + %)

= (x — W+ + Y+ -y + )
=(x — Vx + N+ xy + = v + )

De esta manera hemos descubierto la factorizacién adicional

Ayt =0ty + ¢ — o +y)

Verifique que ninguna de estas expresiones pueda factorizarse mas.

EJERCICIO 1.7

En los problemas 1 al 10, factorice el polinomio hallando un
factor comiin o agrupando.

1 65°y + 227y +149° 2, w2 -z +xtyz

3. 2p*-p*+2p-1 4. 3ax—ay—3bx+by

5. 2/3x+2/3y—ux—uy 6. xy+3x-6y-30

7. 8x’+14x*+6x 8. 2uv—5wz+2uz-5wv
9. 300y +6zy+10xp+2zp 10 3a°0’-324'b* +9a°b

En los problemas 11 al 22, use las formulas de factorizacién
(i) — (v) para factorizal_- el polinomio.

11. x* -y 12, £ -9n?
13. 4’ -3 14. 7 +4*
15, 8x*y*+27 16. x*-27y°
17. x°+y° 18. 1-p°
19. 36x°-25 20. ' +8
2. 2% —y8 22, #+1/4

En los problemas 23 al 42, use técnicas para factorizar
polinomios cuadritices para factorizar el polinomio dado,
si es posible,

23, rP42r+1 24, Y +10y+25

25. c*/16-1/2+1/c? 26. m*/4+3min + 9
27. X25-xy/5+y*/4 28. x*-5x+6

29. 2p*+7p+5 30. 8¢ +2:-3

31. 6a*+13a*-15 © 32, 94*-6ab+b*

33. 9250 +4/5ac +49¢> 34, —3x?—Sxy+12y2
35, 4x2+12x+9 36. 2x*-Txy+3y°
37. a* -ab-2b* 38. 5% —8st+16£2

39. m*+2mn+n’ 48, Svi+6v+l

41. 10b*-23b*+12 42, y +10y*+21

En los problemas 43 al 60, use cualquier método para
factorizar la expresion.

43. P58 44. _(x +y)2 Lol
45. o (g’ —1)3 46. x(x-w)+wlw-z)
47. s*-6561 48. @’ -a*h-b'+ab®

49, x*+2x+ 9 +3x+3y+2
50. a’—2ab+b?—¢? +4cd -44°
51. x? +6xy+9y* +2x + 6y

§2. (x+3F(x+2) -20(x+3)(x+2)

53. (x2"+3x"+2) 54. 478 +7zy-2y"
55, z10-52° -6 56. (1"—x2),'—(1——y2)]
57, x(x-y)-y(y—x) 58. x*+7x°-8

59, 4p*+2pg-124> 60. (x*—4f +(4-y*)

En los problemas 61 al 70, use las férmulas de facforizacién
(i) — (iii) para factorizar la expresion en factores lineales.
[Ayuda: algunos coeficientes no seran enteros.|

61. 2,21 62. y*-11

63. k-1 64, *-2/5t+1/25
65. a*-2b* 66. 3u’ 4t

67. x*+12x+1/16 68. 1/4a’-b>

69. x?-2J2xy +2y 70. 81p* —(3g-2r)

71. Calcule Ias siguientes operaciones:
(a) (547) —(453) ®) (1-122)1-132)...(1-129%)
En los problemas 72 al 75, responda falso o verdadero.
72. > +b*=(a+b).
3. X4yt =(x+y)x+y)
74. (x-2)(x-2)=x +4___
75, 2 -1?)=(t-u)( +tu+u?
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En el libro II de Elementos de Euclides, los problemas
algebraicos se tratan y se resuelven en términos geométricos,
porgue los griegos carecian de notacion algebraica. Por ejem-
plo, el producto de dos niimeros positivos ay b se representa
como el drea de un rectingulo cuyos lados tienen longitudes
ay b, respectivamente. En los problemas 76 al 78 se tratan en
términos geométricos varias de las formulas de factorizacion.

76. Explique como justificalafigura 171a férmula de factorizacion
a’ +2ab+b* =(a+b) , para los nimeros positivos a y b.

it

FIGURA 18 |<—b

i a b—=

T 78. La figura 19 indica que la férmula de factorizacién para la
diferencia de dos cubos, a® — b =(a—b)(a® +ab+b") para

b b F 2}

a 7 a > b > 0, se puede justificar geométricamente. Complete la
prueba. [Sugerencia: marque las cuatro cajas que hay dentro
del cubo y calcule el volumen de cada una.]

o
a a* ab a
5 2
A

FIGURA 17

77. Explique cémo justifica la figura 181a formula de factorizacién
a*—b*=(a-b)(a+b) dondea >b>0. FIGURA 19

’

1 18 Expresiones racionales

Cuando un polinomio se divide por otro, el resultado no es necesariamente un polinomio. El
cociente de dos polinomios se llama expresién racional. Por ejemplo, :

2%+ 5 3
x+1 1 2P—x+8

son expresiones racionales. El dominio de la variable en una expresion racional consta de
todos los nimeros reales para los cuales el valor del denominador es diferente de cero. Por
ejemplo, en (22 + 5)/(x + 1) el dominio de la variable es {xlx # —1}.
Para resolver problemas, con [recuencia debemos combinar expresiones racionales y
+  luego simplificar los resultados. Ya que una expresion racional representa a un numero real,
podemos aplicar las propiedades del sistema de nimeros reales para combinar y simplificar
las expresiones racionales. Las propiedades de las fracciones de la seccion 1.1 son particu-
larmente tGtiles. A continuacién, y por conveniencia, repetimos las que se usan con mds
frecuencia.
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EJEMPLO 1
Simplifique

0 =x—1
¥—-1
Solucion. Factorizamos el numerador y el denominador y cancelamos.- los factores comu-
nes usando la propiedad cancelativa (i):
28—l Qrr b=t P+l
2] x+ D= x+1

Nétes_e- que en el ejemplo 1 la cancelacion del factor comin.x — 1 es vilida solamente
para aquellos valores de x tales que x — | sea diferente de cero; es decir, parax ¥ 1. Sin
embargo, yaque la expresion (2x* — x — 1)/(x* — 1) no se define para x = 1, nuestra simplifi-
cacion es vilida para todos los niimeros reales en el dominio de la variable xen la expresion
original. Enfatizamos que la ecuacion

22 —x—1  2x+1
¥h= | i+l

no es vélida para x = 1, aunque el lado derecho (2x + 1)/(x* + 1) se define parax = 1. Las
consideraciones de esta naturaleza serdn importantes en el capitulo siguiente cuando resol-
veremos ecuaciones que contengan expresiones racionales.

~Para el resto de este capitulo supondremos sin comentarios posteriores que las varia-
bles estdn restringidas a los valores para los cuales todos los denominadores en una ecuacién
sean diferentes de cero.

EJEMPLO 2
Simplifique

4 Filx —3
2B 12"
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Solucidn
4 +11x—3  (4x—Dx+3)
2—5x— 1222 (1 — 402 + 3x)
(dax——1)(x + 3)

T T@—b2 + 39
e

= Gpay Por G)

MINIMO COMUN MULTIPLO DE LOS DENOMINADORES (MCM)

Para sumar o restar expresiones racionales, procedemos exactamente como cuando suma-
mos o restamos fracciones. Primero, hallamos un comtin denominador y luego aplicamos
(ii). Aunque cualquier comtn denominador servira, el trabajo serd menor si usamos el mini-
mo comiin miiltiplo de los denominadores (MCM) el cual se encuentra mediante la facto-
rizacién completa de cada denominador y la formacion de un producto de los diferentes
factores, usando cada factor con el exponente mds alto con el cual ocurra en cualquier
denominador individual.

EJEMPLO 3
Encuentre el MCM de los denominadores de:
1 x+2 l
o=’ 2+ +1° : x

Solucidn, Al factorizar los denominadores en las expresiones racionales, obtenemos

1 x+2 i
Pa- Derl w2

Los diferentes factores de los denominadores sonx, x — 1, y x + 1. Usamos cada factor con
el exponente mds alto con el cual ocurre en cualquier denominador individual. De esta
manera, el MCM de los denominadores es:

Xx— Dx + 1)?

EJEMPLO 4
Combine y simplifique

x " 1
¥—4 xXt+dxt4

Solucion. En la forma factorizada los denominadores son (x — 2) (x + 2) y (x + 2)°. De
esta manera el MCM de los denominadores es (x — 2) (x + 2)*. Usamos (i) a la inversa para
volver a escribir cada expresion racional con el MCM como denominador:

X N X J. x(x + 2)
P-4 x-2x+2 G=-DE+Dx+2)
1 T |

Lrax+4 (G+272 @x+22x-2)
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Entonces, usando (ii) sumamos y simplificamos:
X, 1 N x(x + 2) i x—2

=4 PHdx+d - +2? (x— 2+ 2)7?

_xx+2)+x—2

T x—2)(x+2)2

BT E=2

- (e +2)2

=1 ¥ +3x—2

(= Dx + 2)2

Para multiplicar o dividir expresiones racionales, aplicamos (iii) o (iv) y luego simpli-
ficamos.

EJEMPLO 5
Combine y simplifique
x 25x% 4 10x + 1
562+ 21x + 4 , Dol
Solucién
X 25x% + 10x + 1 x(25x7 + 10x + 1)
¥ £ - P HH
5%+ 21x + 4 32+ x (5x% + 21x + 4)(3x2 + x) @
2 H5x + D(3x =+
(Sr+H(x + 4Hn3x + 1)
1 Sx+ 1
x+HB3x+ 1)
EJEMPLO 6

Combine y simplifique

BP0 45
X +4+3 0 x+3

Solucidén

a9t 10, Zo¥8 2 FM P aws

LH4x+3 T x+3 0 PH+4dax+3 '2:c+5<:\hp‘1"rﬂ
=(2r2+9x+10)(x+3) . T
(Ptax+H2x+5
_ QeHx + x+-3)
R R
¥k
_x+l

Como se demuestra en el siguiente ejercicio, las técnicas que se ilustraron antes nos
permiten simplificar cocientes mds complicados.

284305

53
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EJEMPLO 7
Simplique
i o
X x+1
1
e
X

Solucién. Primero obtenemos expresiones racionales individuales p